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Summary

In this thesis the dynamics of bacterioplankton, in which the bacteria cooperate via the
so-called quorum sensing process to improve their living conditions, is examined. There are
bacteria which, although benefitting from the advantages of cooperation, do not actively
participate in it. These cheaters have a growth advantage because of the energy savings
and therefore they are assumed to prevail in the long term.

We show that quorum sensing can be evolutionary stable if the cooperating bacteria can
grow isolated from the bacterioplancton for some time before mixing again. Therefore
we model the dynamics of this system via five ordinary differential equations combined
with three partial differential equations. This model is analyzed both analytically and
numerically. Both methods show a survival of the cooperator to be possible and highlight
the crucial parameters for this survival.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Dynamik von Bakterioplankton untersucht, in welchem die
Bakterien tiber einen sogenannten Quorum Sensing Prozess miteinander kooperieren um
ihre Lebensbedingungen zu verbessern. Es gibt Bakterien, welche zwar von den Vorteilen
dieser Kooperation profitieren, allerdings nicht aktiv daran teilnehmen. Diese Betriiger
haben durch die Energieersparnis einen Wachstumsvorteil und miissten somit auf lange
Sicht die Kooperation storen.

Wir zeigen, dass Quorum Sensing evolutionar stabil sein kann, wenn die kooperierenden
Bakterien eine Zeit lang isoliert vom Bakterioplankton wachsen koénnen, bevor sie sich
wieder vermischen. Zu diesem Zweck modellieren wir die Dynamik dieses Systems iiber fiinf
gewohnliche Differentialgleichungen kombiniert mit drei partiellen Differentialgleichungen.
Dieses Modell wird sowohl analytisch als auch numerisch analysiert. Beide Methoden
zeigen, dass ein Uberleben des Kooperators méglich ist und stellen die fiir dieses Uberleben
wichtige Parameter heraus.
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Verwendete Variablen und Parameter

Name  FEinheit Bedeutung

« #‘ﬁleh Grundproduktionsrate des Signalmolekiils

Be Z‘;ﬁjh Aufinduzierte Produktionsrate des Enzyms

B #ﬁleh Aufinduzierte Produktionsrate des Auto-Induktors

Ve : Zerfallsrate des Enzyms

Yn % Zerfallsrate der Nahrung

Vs : Zerfallsrate des Signalmolekiils

0 Zellle Ma#B fiir die Wiederbesiedelungshaufigkeit und Gesamtlebensdauer der
Kolonien

Ju m Todesrate der Bakterien im Plankton

MK m Todesrate der Kolonien

[iKolonic 7oz~ Todesrate der Bakterien in Kolonien

& ﬁ Wiederbesiedlungsrate fiir leere Kolonieplétze

T mTOl Schwellwert fiir die Aufinduzierung

© % normiertes Maf fiir Uberlebenswahrscheinlichkeit der Kolonien

c1 milh Effektivitdatsrate des Enyzms

Co m Nahrungsaufnahmerate der Bakterien

e(t) mol  Vorhandene Enzymmenge zur Zeit ¢

frola) Zelle  Anzahl Bakterien von Typ ¢, die aus einer Kolonien des Alters a mit
Startbakterium von Typ * ins Plankton abwandern

h Allgemeiner Hilbertkoeffizient

I(t) Anzahl der leeren Kolonieplétze zur Zeit ¢

L Gesamtzahl der vorhandenen Kolonieplatze

s % Mutationsrate von Wildtyp-Bakterien hin zu Auto-Induktor-Betriigern

m, % Mutationsrate von Wildtyp-Bakterien hin zu Enzym-Betriigern

n(t) mol  Menge an verdaulicher Nahrung zur Zeit ¢




Name  Einheit Bedeutung

n mTOI Regeneration der Nahrung

Pao(t) Zelle  Anzahl Bakterien von Typ ¢, die aus allen Kolonien mit Startbakterium
von Typ * zum Zeitpunkt ¢ ins Plankton abwandern

Tn mélh Nahrungsabhangige Wachstumsrate

Ty % Grundwachstumsrate des Wildtyps

Ty % Grundwachstumsrate des Auto-Induktor-Betriigers

r, % Grundwachstumsrate des Enzym-Betriigers

s(t) mol  Vorhandene Konzentration des Signalmolekiils zur Zeit ¢

u(t,a) % Anzahl der mit einem Wildtyp gestarteten Kolonien von Alter a zur Zeit
t

v(t,a) % Anzahl der mit einem Auto-Induktor-Betriiger gestarteten Kolonien von
Alter a zur Zeit t

w(t,a) % Anzahl der mit einem Enzym-Betriiger gestarteten Kolonien von Alter a
zur Zeit t

x(t) Zelle  Anzahl der Wildtyp Bakterien zur Zeit ¢

y(t) Zelle  Anzahl der AI-Cheater zur Zeit ¢

2(t) Zelle  Anzahl der Enzym-Cheater zur Zeit ¢




1 Einleitung

1.1 Motivation

Bakterien spielen in vielen Bereichen des Lebens eine grofie Rolle. Man begegnet ihnen
sowohl in Form von Krankheitserregern als auch als Symbionten. Dementsprechend grof ist
das Bediirfnis, die bakterielle Lebensweise zu verstehen, um storend oder starkend eingreifen
zu konnen. Ein Phanomen, das dabei das Zusammenwirken mehrerer Bakterienzellen einer
Art steuert, ist das Quorum Sensing, bei welchem die Bakterien durch die Produktion und
Freisetzung eines Signalmolekiils sowie die anschliefende Messung der Umweltkonzentration
dieses Signals ihre Zelldichte messen konnen. So ist Pseudomonas aeruginosa zum Beispiel
ein Pathogen, das in einem Wirt unbeachtet wéchst, bis es eine bestimmte Dichte erreicht.
Durch Quorum Sensing gesteuert verdndert sich dann die Genexpression und damit das
Verhalten des Bakteriums, die schiadigende Wirkung (Virulenz) tritt ein [8].

Ein tieferes Verstandnis des Quorum Sensing kann somit unter anderem dazu beitragen,
diese Mechanismen in Krankheitserregern zu unterbinden oder anderweitig zu steuern.
Deshalb wird in dieser Arbeit untersucht, welche Bedingungen zum Funktionieren des
Quorum Sensing beitragen.

1.2 Stand der Forschung

Eine der ersten Bakterienarten, bei denen Quorum Sensing nachgewiesen wurde, ist Vibrio
fischeri [11]. Man fand heraus, dass Quorum Sensing hier die Produktion von Luciferase
steuert. Die Bakterien profitieren von der produzierten Luciferase oder anderen produzierten
Gemeinschaftsgiitern, selbst wenn sie nicht an der Produktion der Gemeinschaftsgiiter
beteiligt sind und so an dieser Kooperation nicht teilnehmen. Es stellt sich somit die Frage,
unter welchen Bedingungen diese Art von Kooperation zwischen Bakterien evolutionér
stabil sein kann.

Dieser Frage wird auf verschiedene Arten nachgegangen. So gibt es Experimente, wie
verschiedene Wachstumsbedingungen die Dynamik zwischen Betriigern und Wildtyp beein-
flussen [4] und Versuche, die zeigen, dass es méglich ist, Betriiger durch dufiere Umsténde
zur Kooperation zu bewegen [5]. Rumbaugh et al. sind einen Schritt weiter gegangen
und haben gezeigt, dass man die Anféalligkeit der Kooperation gegeniiber Betriigern zur
Reduzierung der Virulenz von Pseudomonas aeruginosa verwenden kann [12].

Neben vielen weiteren Experimenten gibt es auch Anséatze, die Kooperation von einer
theoretischeren Seite aus zu beleuchten. Dabei wird ein breites Spektrum an analytischen
Moglichkeiten verwendet. Unter anderem findet die Modellierung iiber zellulire Automaten



in [3] Verwendung, wodurch hier die rdumliche Verteilung der Bakterien Beachtung findet.
Der von J. Chuang in [2] verwendete Ansatz tiber Hamiltons Regel beruht hingegen
sehr stark auf der Verwandschaft der Bakterien. Beide Betrachtungsweisen werden in
dieser Arbeit durch die Einfithrung von Kolonien, welche von einem Bakterium gegriindet
werden und somit eine starke Verwandschaft und rdumliche Nahe der ihnen angehérenden
Bakterien aufweisen, aufgegriffen.

Auch mit Differentialgleichungen ist auf diesem Gebiet bereits gearbeitet worden, etwa in [6]
und [16]. Eine erste Untersuchung der Effekte, welche in dieser Arbeit weiter betrachtet
werden sollen, findet sich in [10]. All diese Arbeiten stimmen darin iiberein, dass Quorum
Sensing in einer einzelnen Kolonie bzw. in Plankton ohne weitere Kolonieplétze unweigerlich
zum Aussterben der Kooperation fiihrt.

1.3 Fragestellung

Experimentell ist Quorum Sensing vor allem in Plankton beschrieben wurden. Wie in
Abschnitt 2.1 noch genauer dargelegt wird, sollten jedoch in Plankton die Betriiger sich
gegeniiber den kooperierenden Zellen durchsetzen. Diese Arbeit untersucht, unter welchen
Bedingungen Quorum Sensing durch einen Wechsel der Lebensweise zwischen Kolonie und
Plankton stabilisiert werden kann, wenn Mutationen zugelassen werden, welche auf zwei
Kooperationsebenen (Signalmolekiil und produziertes Gemeinschaftsgut) die Kooperation
storen.

Durch eine solche Durchmischung entsteht ein Effekt, der auch unter dem Namen Simp-
son’sches Paradoz bekannt ist. Teilt man eine grofle Population zuféllig auf mehrere kleinere
Subpopulationen auf und lasst diese getrennt wachsen, so werden in allen Subpopulationen
die Betriiger zunehmen. Fiithrt man dann die Subpopulationen wieder zusammen, ist
insgesamt der Anteil der Betriiger allerdings gleich geblieben oder sogar gesunken.

In dem hier untersuchten Szenario ist der Mechanismus dahinter folgender: wandern
vom Plankton immer wieder einzelne Zellen ab und griinden Kolonien, so wachsen von
Wildtyp-Bakterien gegriindete Kolonien deutlich starker als solche von nicht kooperierenden
Bakterien. Durch ein Riickwandern der Bakterien aus den Kolonien in das Plankton wird
damit die Anzahl Wildtyp-Bakterien im Plankton erhéht. Es stellen sich nun mehrere
Fragen:

e« Wie kann die Dynamik der Kolonien modelliert werden, ohne fiir jede Kolonie
Differentialgleichungen aufzustellen?

o Welche verschiedenen Szenarien des Zusammenlebens der Bakterientypen sind mog-
lich?

o Unter welchen Parametern stabilisiert der Wechsel der Lebensweise die Kooperation?

1.4 Aufbau der Arbeit

Zuerst werden wir in Kapitel 2 auf die Funktionsweise des Quorum Sensing eingehen und
grundlegende Strukturen des in dieser Arbeit verwendeten Modells untersuchen. In Kapitel



3 werden wir dann aus diesen Strukturen das vollstandige Modell aufstellen, welches im
Weiteren analysiert wird. Um die theoretischen Untersuchungen zu stiitzen, wird in Kapitel
4 das aufgestellte Modell in Matlab implementiert und fiir verschiedene Parameterwerte

numerisch gelost.



2 Hintergriinde

2.1 Biologische Grundlagen

Bei vielen Bakterienarten finden sich Verhaltensweisen, die diese erst an den Tag legen,
wenn eine gewisse Bakteriendichte erreicht ist. So setzen etwa die Bakterien der Art
Pseudonomas aeruginosa bei hoher Dichte Polysaccharide frei, welche Strukturbestandteile
von Biofilmen sind, welche die Bakterien vor Umwelteinfliissen schiitzen [8].

Zur Steuerung dieses und ahnlicher dichteabhéngiger Verhalten wird ein Mechanismus
benutzt, der Quorum Sensing genannt wird. Dabei produzieren die Bakterien ein Si-
gnalmolekiil, welches sie freisetzen, und dessen Umweltkonzentration sie zugleich wieder
via Rezeptormolekiilen messen. Da jede Bakterienzelle somit auch ihr eigenes Signal
wahrnimmt, wird das Signalmolekiil auch Autoinduktor (AI) genannt. Uberschreitet die
Konzentration des Autoinduktors einen gewissen Schwellwert, wird die Expression be-
stimmter Gene heraufreguliert. Zu den regulierten Genen gehoren in der Regel solche, die
die Freisetzung von Exoprodukten, wie etwa extrazelluldre Verdauungsenzyme oder Anti-
biotika steuern. Die meisten Systeme regeln dabei auch die Produktion des Signalmolekiils
selbst herauf. Somit wird gewahrleistet, dass Enyzm nur dann produziert wird, wenn eine
gentigend grofle Anzahl Bakterienzellen in der Umgebung sind.

Realisiert wird dieser Mechanismus durch einen Rezeptor, an den das Signalmolekiil bindet.
Dieser kann dann wiederum an den DNA-Strang binden und damit die Genexpression
ermoglichen. Da auf diesem Strang meist neben dem Enzym auch das Signalmolekiil selbst
codiert ist, wird auch dieses im aktivierten Zustand vermehrt gebildet. Eine schematische
Ubersicht der Zusammenhinge bietet Abbildung 2.1.

Dieses geregelte Verhalten hat gegeniiber einer Dauerproduktion des Enzym einen Vorzug,
da die Herstellung eines Enzyms in der Regel ,teuer® fiir den Stoffwechsel ist, das heif3t
Ressourcen verbraucht, die ansonsten z.B. zur Zellteilung verwendet werden konnten. Die
Produktion des Signalmolekiils ist hingegen , billiger“, und bringt demnach nicht so grofe
Einbuflen in der Wachstumsrate mit sich.

Beteiligen sich viele Bakterienzellen an der Produktion des Enzyms, so fithrt dies zu
einem Vorteil fiir die gesamte Bakterienpopulation. Dieser kann verschieden geartet sein;
aus Einfachheitsgriinden gehen wir im Weiteren davon aus, dass das produzierte Enzym
in die Umgebung abgeben wird, dort Nahrungsmolekiile zerkleinert und sie somit fir
das Bakterium verdaulich macht. Dies fithrt dann zu einer gesteigerten Wachstumsrate
aller Bakterien in der Population. Bei einer geringen Zelldichte wiirde nur wenig Enzym
produziert, was aufgrund der hohen assoziierten Stoffwechselkosten ineffizient wéare. Durch
Quorum Sensing kann ein solch ineffizientes Verhalten vermieden werden und gleichzeitig
bei gentigend hoher Zelldichte auf das dann effiziente Verhalten ,umgeschalten* werden.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Quorum Sensing einer Bakterienzelle

Insgesamt ist Quorum Sensing also ein kooperativer Prozess der Bakterien einer Population.
Wie bei allen kooperativen Verhaltensweisen stellt sich dabei die Frage, wie verhindert
wird, dass Betriiger dieses Verhalten auf langere Zeit unterwandern. Man kann sich zwei
grundlegende Typen von Betriigern vorstellen: ein Betriigertyp stellt kein Signalmolekiil
her, der andere kein Enzym. Beide haben dadurch einen Wachstumsvorteil gegeniiber
dem voll kooperativen Wildtyp, da sie sich die jeweils mit der Produktion assoziierten
Stoffwechselkosten sparen.

Kommt in eine Population von kooperierenden Bakterien durch Zuwanderung oder durch
Mutation einer der Betriigertypen, so geniefit dieser alle Vorteile der Kooperation, da die
produzierten Enzyme frei im extrazelluliren Raum diffundieren. Er hat somit eine héhere
Wachstumsrate als die Wildtypbakterien um ihn herum, was zu einer immer weitergehenden
Ausbreitung des Betriigers in der Population fiihrt. Dadurch verdrangt der Betriiger auf
langere Zeit den Wildtyp, es kommt zum Zusammenbruch der Kooperation.

Genau dieser Zusammenbruch der Kooperation wird in der Natur allerdings nicht beob-
achtet, Quorum Sensing ist eine evolutionar stabile Verhaltensweise. In dieser Arbeit wird
untersucht, ob diese Stabilitdt durch den Wechsel der Lebensweise zwischen Kolonie und
Plankton (mit)verursacht wird.

2.2 Grundlagen von Alterstrukturierten Modellen

Bei einem altersstrukturierten Modell gehen wir davon aus, dass die Entwicklung einer
Population zusatzlich von der Zeit ¢t noch von dem Alter a der einzelnen beteiligten
Individuen abhéngig ist. Wir bezeichnen mit (¢, a) die Dichte der Individuen mit Alter a
zum Zeitpunkt ¢. Entsprechend ist die Gesamtdichte der Population zur Zeit ¢t das Integral
tiber u(t,a) fur alle Alter a:



P(t) = /O u(t, a) da (2.1)

Um eine Differentialgleichung fiir u(¢, a) aufstellen zu konnen, betrachten wir die Anderung
der Populationsdichte, wenn wir die Zeit um h weiter laufen lassen. Dabei nehmen wir an,
dass die Wahrscheinlichkeit 7(a, b) eines Individuums, von Alter a bis Alter b zu iiberleben,
sich folgendermaflen darstellen lésst:

7(a, b) = exp ( / k() dT> (2.2)

i (a) ist hierbei eine vom Alter abhéngige Todesrate. Wir kénnen tiber die Wahrschein-
lichkeit eines Individuums, vom Alter a aus nicht das Alter a + h zu erreichen, welche
1 —m(a,a+h) betrigt nun eine Gleichung fiir die Anderung der Populationsdichte angeben.

l(t+h,a+h)—u(t,a)=(1—mn(a,a+h))-u(t,a)

Wir erweitern die linke Seite dieser Gleichung und teilen durch h.

Ut + hoat h) = U(t + hoa) +U(t + hoa) —u(t,a) _ L —exp (" —pue(r) dr)

- - ~u(t,a)

Vollziehen wir den Grenziibergang h — 0, so erhalten wir auf der linken Seite die Ableitung
nach der Zeit und dem Alter addiert, auf der rechten Seite der Gleichung lésst sich der
Grenzwert mit ’'Hopital berechnen.

oL (St —pure(r) dr) iy D OXP (St —pure(r) d7) - = prc(a)

h—0 h h—0 1

= —pk(a)
Endgiiltig ergibt sich also die Differentialgleichung

Owu(t, a) + Oqu(t,a) = —uk(a) - u(t,a)

Um diese Gleichung eindeutig 16sen zu konnen, benotigen wir zusétzlich eine Anfangsver-
teilung «(0, a) und einen ,Geburtsprozess®, der die Werte fir u(t,0) vorgibt. Insgesamt
ergibt sich also ein Modell der Form

owu(t,a) + dyu(t,a) = —px(a)-u(t,a) (2.3)
u(0,a) = P(a) (2.4)
u(t,0) = G(t, a) (2.5)

Lésungen einer solchen Gleichung existieren und sind stetig, falls ®(a) und G(t,a) stetig
sind. Da die Beweise dafiir sehr umfangreich sind, sei hier auf das Buch von Glenn F.
Webb [15] verwiesen, wo sie in Kapitel 2.2 zu finden sind.



2.3 Grundlegendes Koloniemodell + Annahmen

Um die biologisch interessante Frage des Zusammenwirkens von Plankton und Koloni-
en betrachten zu kénnen, benotigen wir ein Basismodell, welches das Wachstum einer
Bakterienkolonie beschreibt. Wir teilen dazu die Bakterienpopulation in drei Teile: Den
kooperierenden Wildtyp x, den Signalbetriiger y und den Enzymbetriiger z. Hierbei ge-
hen wir davon aus, dass die verschiedenen Bakterientypen durch die unterschiedlichen
Produktionskosten des Autoinduktors bzw. des Exoenzyms, die die jeweiligen Betriiger
nicht zu tragen haben, eine unterschiedliche Wachstumsrate haben. Wir erwarten, dass das
Exoenzym grofiere Stoffwechselkosten verursacht als das Signalmolekiil (siehe Abschnitt
2.1) und somit r, < r, < r, gilt. Weiterhin gibt es eine linear von der Gesamtzahl der
Bakterien abhéngige Todesrate p - (x 4+ y + z), die zu einem logistischen Wachstum der
Bakterienkolonie fithrt, sowie zwei mogliche Mutation ausgehend vom Wildtyp zu den
beiden Betriigertypen m, und m.. Ein solches Modell sieht folgendermaflen aus:

P = (et 2)a — (my 4 e (2.6
L= (- @ty )y A+ mya (2.7)
2= (r,—plx+y+2)z+m.x (2.8)

Will man nun den Einfluss des Quorum Sensing auf dieses System modellieren, stehen
verschiedene Ansétze zur Verfiigung. Ein gebréuchliches Modell (siehe [16]) ist die Model-
lierung tiber Nahrungsaufnahme. Zusétzlich zu der festen Reproduktionsrate r, gibt es eine
zweite, nahrungsabhingige Reproduktion mit der Rate r,. Ist aufnahmebereite Nahrung n
(z.B. Aminosduren) vorhanden, verstarkt sich also das Wachstum. Diese Nahrungspartikel
werden aus der Umgebung aufgenommen, allerdings liegen sie dort in einer unverdaulichen
Form n vor und miissen erst durch Enzyme e verdaut werden. Die Produktion dieser
Enzyme wird mittels Quorum Sensing gesteuert, also durch eine erhéhte Konzentration es
Signalmolekiils s in der Umgebung ausgelost. Fiir die Dynamik dieser Aktivierung legen
wir eine Hill’sche Kurve mit Schwellwert 7 zu Grunde, den Hill-Koeffizienten belassen wir
vorerst allgemein bei h. Im Gegensatz zum Enzym, das nur bei Induktion der Bakterien
gebildet wird, gibt es beim Signalmolekiil eine Grundrate o, mit der dieses abgegeben
wird. Bedenkt man noch, dass die Al-und Enzym-Betriiger das jeweilige Molekiil nicht
herstellen, sieht unser System nun so aus:

o= (ry+ran—plx+y+z)e— (my+m,)z (2.9)
y = (ry+ran—pl@+y+z)y+mya (2.10)
2= (ro+ran—pulz+y+2)z+mua (2.11)
h
;o s
s = (x+2)a+Bs(x+2)- g s (2.12)
/ Sh
e = Pelx+y)- g e (2.13)

In diesem Modell fehlt noch die Beschreibung der Bildung von n aus n mithilfe des Enzyms.



Abbildung 2.2: Zusammenhéange im grundlegenden Koloniemodell (2.9) - (2.13)

Dazu lassen sich zwei Gleichungen aufstellen, die die Nahrungsaufnahme der Bakterien ¢y
und die Neuentstehung der Ressource ny enthalten.

n' = cen—cn(x+y+z)—y.n (2.14)
= Ny — cien — YN (2.15)

Wir kénnen annehmen, dass diese Dynamik im Vergleich zum Wachstum der Bakterien
schnell ist, das heifit im Gleichgewicht vorliegt. Daraus ergeben sich:

, cien
n=0 = n=
02(x+y+z)+7n
n
=0 => i=———r
c1e 77L0

= n=

- (2.16)
C1€+7n 02(x+y+z)+7n

Somit haben wir mit (2.9)-(2.13) und (2.16) ein grundlegendes Modell fir das Wachstum
einer Bakterienkolonie mit Quorum Sensing.



3 Modell

3.1 Modellaufbau

3.1.1 Altersstrukturiertes Modell der Kolonien

Um zu betrachten, wie das Wechselspiel zwischen Kolonien und Plankton das Uberleben
des Wildtyps beeinflusst, miissen wir auf unserem grundlegenden Modell aufbauend den
Einfluss der Kolonien modellieren.

Wir gehen dabei davon aus, dass eine Kolonie mit einer gewissen Rate & entsteht, wenn ein
einzelnes Bakterium sich aus dem Plankton 16st und auf einen geeigneten, leeren Platz trifft.
Da eine Kolonie somit immer nur von einem Bakterium gegriindet wird, erwarten wir drei
unterschiedliche Kolonietypen, die je von einem der drei unterschiedlichen Bakterientypen
gegriindet werden.

Diese Kolonien folgen in ihrer inneren Dynamik wieder den in (2.9)-(2.13) dargestellten
Gleichungen. Da die einzelnen Kolonien nicht von weiterem Interesse sind, werden wir im
weiteren das Wachstum einer solchen Kolonie nicht mehr direkt durch die Differentialglei-
chungen darstellen, sondern den Verlauf in Form einer Funktion f zusammenfassen. f ist
dabei abhéngig von zwei Dingen: 1. dem Typ der griindenden Zelle und 2. dem Alter a der
Kolonie, das heifit der Zeit, die seit der Besiedelung vergangen ist. Wir schreiben f,(a) fir
die Anzahl der Bakterien einer Kolonie von Alter a, die von einem Al-Betriiger-Bakterium
gegriindet wurde.

Da sich die Bakterien auch in den Kolonien in drei Kategorien einordnen lassen, benotigen
wir einen weiteren Index, der die Art des Bakteriums angibt, dessen Dynamik wir betrachten.
fzy(a) steht somit fiir die Anzahl der Al-Betriiger-Bakterien einer Kolonie von Alter a,
die von einem Wildtyp-Bakterium gegrindet wurde. Entsprechendes gilt fir f, », fz.., fyu
f.-. Bei Kolonien, die nicht von einem Wildtyp-Bakterium gegriindet wurden, kann nur
wieder der eigene Typ entstehen, da es keinerlei Riick- oder Doppelmutation in unserem
Modell gibt.

Vorrangig interessiert uns allerdings nicht die Gesamtzahl der Bakterien in einer Kolonie,
sondern die Anzahl der Bakterien, die von dieser Kolonie ins Plankton abwandern. Diese
hangt von der Gesamtzahl f,, der in dieser Kolonie vorhandenen Bakterien ab. Wir
konnten hierfir eine Funktion g (f, o(a)) = f.o(a) festlegen; da wir aber die Gesamtzahl
der Bakterien in den Kolonien nicht weiter betrachten werden, schreiben wir der Einfachheit
halber weiterhin f, ,(a) und meinen damit die Anzahl der ins Plankton abwandernden
Bakterien.

Im Gegensatz zum Plankton kann eine einzelne Kolonie durch ein Ereignis, z.B. Fraf},
komplett ausgeloscht werden. Diese Koloniesterberate ist abhédngig vom Alter der Kolonie,



da mit zunehmender Grofle der Kolonien manche Ereignisse ofter oder auch seltener
eintreten. Wir definieren daher die Todesrate px(a) in Anlehnung an die Uberlegungen
aus Kapitel 2.2. Damit fehlt uns fiir ein vollstdndiges altersstrukturiertes Modell noch eine
Anfangsverteilung ®(a) und ein Geburtsprozess G(t, a).

Da wir vor allem das Langzeitverhalten der Plankton-Kolonie-Dynamik betrachten wollen,
geniigt es weiterhin eine allgemeine Anfangsverteilung ®(a) anzunehmen und nicht weiter
zu spezifizieren. Fiir den Geburtenprozess gilt das gerade dargelegte: ein leerer Platz fir
eine Kolonie wird mit einer Rate £ besiedelt, der besiedelnde Bakterientyp ist abhéngig
von der momentanen Typverteilung im Plankton. Wir konnen hier vereinfacht von einem
linearen Zusammenhang ausgehen und gelangen so zu unserem Gesamtmodell:

) u(t,0) = &x(t) - 1(¢) (3.1)
@) v(t,0) = &y(t) - () (3.2)
(O + Op)w(t,a) = —pk(a) - w(t,a) w(t,0) = &z(t) - U(t) (3.3)

o~

Dabei stehen u, v, w fiir die jeweilige Anzahl an Kolonien, die von einem Wildtyp, Al-
Betriiger oder Enzymbetriiger gegriindet wurden und [ bezeichnet die momentane Anzahl
an freien Plitzen, die fiir eine Besiedelung geeignet sind.

Um daraus die Einflussterme p, ., * € {z,y, 2}, p,, und p, , zu erhalten, miissen wir von
der Anzahl der Kolonien mithilfe der altersabhéngigen Dynamik f auf die Anzahl der
ins Plankton stromenden Bakterien schliefen. Da Kolonien mit jedem Alter a zu diesem
Einfluss beitragen, integrieren wir iiber alle Alter a.

Pai(t) = /Oo}x’*(a) ~u(t,a)da (3.4)
Pus®) = [ Fuola) - v(t. ) da (35)
pos(t) = /0 (@) - w(t,a) da (3.6)

3.1.2 Zusammengesetzte Dynamik des Planktons

Um zu einem Gesamtmodell fiir die Dynamik des Planktons zu gelangen, benutzen wir das
Basismodell der Kolonien (2.9)-(2.13) und addieren Terme hinzu, die den Zustrom von
Bakterien aus den Kolonien darstellen. Diese Einflussterme haben die Form (3.4)-(3.6),
die Abwanderung einzelnder Bakterien zur Besiedelung der Kolonieplétze ist hierbei von
so geringem Einfluss, dass sie vernachlissigt wird. Einen Uberblick iiber den Austausch
zwischen Plankton und Kolonien gibt Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.1: Interaktion zwischen Plankton und Kolonien

= (rg+ron—plr+y+2)r — (my +m.)z + pry 3.7)
y = (Ty +ron —p(r+y+2)y+ MyX + Doy + Dyy (3.8)
Z=(r,+ran—pulz4+y+2)z+mx+pe. + D 3.9)
h
I __
s = (x+z)a+ﬂs($+z)-m—%s (3.10)
/ Sh
¢ =Pelr+y) o % (3.11)

3.2 Stationare Zustande

Um das Langzeitverhalten des modellierten Systems zu untersuchen, ist es von besonderem
Interesse, stationdre Zustdnde des Systems zu finden. Kennt man weiter die Stabilitéit
der gefundenen stationdren Losungen, so kann man Vorhersagen iiber das Verhalten im
Grenziibergang ¢t — co machen.

3.2.1 Stationire Losungen der Kolonien

Wir starten mit der Analyse von Gleichungen (3.1)-(3.3). Wir suchen stationdre Losungen,
das heiBt Losungen u(t, a), fir die dyu(t, a) = 0 gilt und entsprechendes fiir v, w. Es ergeben
sich somit die Gleichungen

Ogu(t,a) = —pk(a) - u(t,a) u(t,0) = &x(t)l(t) (3.12)
Oav(t,a) = —px(a) - v(t, a) v(t,0) = Sy (t)I(t) (3.13)
Ouw(t,a) = —pug(a) - w(t, a) w(t,0) = E2(t)I(t) (3.14)

Wir lésen exemplarisch die Gleichung fiir u(¢, a), z.B. durch Trennung der Variablen, und
erhalten:

u(a) = xlexp (—/()GNK(T) dr> (3.15)
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Um diese Gleichung sauberer schreiben zu kénnen, erweitern wir:

e R (Y esp( () dr)
o) = et e (= fa(r)ar) o o e

und definieren nun

0:=¢ ~/Ooeoxp (—/Oa,uK(T) dT) da o(a) == = i};i(( J} l;i((i))((ih)) = (3.16)

Damit ist [;° ¢(a)da = 1 und die stationdren Losungen der Koloniendynamik lassen sich
darstellen als

u(a) = zlbp(a) (3.17)
v(a) = ylby(a) (3.18)
w(a) = zl0p(a) (3.19)

Um noch weiter zu vereinfachen, betrachten wir die Gesamtzahl L der Stellen, die fiir eine
Besiedelung in Frage kommen. Wir nehmen an, diese ist konstant und setzt sich aus den
leeren Stellen [ und den bestehenden Kolonien der drei Typen zusammen. Es gilt also

_l+/ )+ v(a —I—w()da—l—l—/lé’gp (r4+y+2)da

=1l+10(x+y+2) -/nga a:l(l—i-@(x—i-y—i—z))

und somit

L

= 3.20
1+0(x+y+ 2) (3:20)
Fasst man die bisherigen Uberlegungen zusammen und definiert
pro = [ frola) - pla) da
ergeben sich fiir die Einflussraten im Gleichgewichtsfall
x Lo
Pe, L+ (v +y+2)0 Pe, (3:21)
yLo
= 3.22
Dyy 1+ (ztytz2)d “Dyy ( )
zL0 R
pZ,Z = : pZ,Z (323)

1+ (x+y+=2)0

12



3.2.2 Stationare Losungen des Gesamtmodells

Mit den stationédren Losungen der Kolonien versuchen wir nun Losungen des Gesamtmodells
zu finden. Wir erhalten diese stationdren Punkte, indem wir die Zeitableitungen unserer
fiinf Modellvariablen gleich Null setzen und fiir den Kolonieeinfluss die Ergebnisse aus
Gleichung (3.21) bis (3.23) verwenden.

x Lo
(re +ran — p(z +y + 2))z — (my + m.)z Ty ros e (3.24)
0= (r,+ (x+y+2)y+ + v J
= (r o — T +y+2))y+myx * Pz,
v U1+ (e +y+2)0 T (3.25)
N yLo . '
I+ (@ty+ap D
0=(r. + (45 +2)2 + N x Lo .
=(r,+ron—plr+y+z2))z+m.x “Pz,z
N z L0 . '
I+ (xt+y+20 7
h
s
0= (z+2)a+Bs(z+2)- Pt (3.27)
h
s
0= Bz +y)- T g e (3.28)

Da diese Gleichungen sehr komplex sind, betrachten wir nur Zusténde, die hochstens einen
Bakterientyp enthalten.

Leerer Zustand

Der einfachste stationdre Punkt ist sicherlich der Nullpunkt (0,0,0,0,0)Z. Da sich hierbei
die allgemeine Jacobimatrix durch Einsetzen stark vereinfacht, kénnen wir in diesem Fall
noch Stabilitdtsaussagen tiber deren Eigenwerte machen. Die Jacobimatrix im Nullpunkt
lautet (sieche auch die allgemeine Jacobimatrix in Anhang A):

1o — (my +ms) + P L0 0 0 0 o
My + PryLb ry + Dyy L0 0 0 e
M + P,z 0 ro+ P L0 0 mno (3.29)
o 0 @ % 0
0 0 0 0 —%

Streichen nach der 5. Zeile und der 4. Spalte fiithrt auf eine untere Dreiecksmatrix. Wir
konnen die Eigenwerte also direkt aus der Diagonalen ablesen und erhalten somit als
Stabilitatsbedingung

re — (My +m;) + Pualf <0 (3.30)
Py + Pyy L < 0 (3.31)
ro 4+ poalf < 0 (3.32)
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da —7vs, =Y. < 0 durch die Positivitat der Parameter automatisch gegeben sind. Biologisch
betrachtet bedeutet dies, dass das Plankton aussterben wird, falls die Wachstumsrate
zusammen mit dem Einfluss aus den Kolonien nicht grofler als Null ist, das heifit kein
Nettowachstum gegeben ist. Fiir den Wildtyp ist zuséatzlich noch die Mutationsrate ein
Kriterium; ist sie zu hoch, fiihrt auch dies zum Aussterben des Wildtyps.

Nur Enzym-Betriiger

Dies entspricht den Bedingungen x =y = 0, z # 0. Damit fallen Gleichungen (3.24) und
(3.25) weg, aus Gleichung (3.28) lasst sich ablesen, dass e = 0 gelten muss. Es wird also
trotz produziertem Autoinduktor kein Enzym und somit auch keine verdauliche Nahrung
hergestellt. Gleichung (3.26) vereinfacht sich nach Teilen durch z zu

0 + L
=T, — Uz T 5 Pzz
H 1+«92p’

Wir multiplizieren mit (1 + z) und wenden anschliefend die Mitternachtsformel an.

0= —[LQZQ + (Tze - H’)Z + Lgﬁz,z + 7.
—r,0+p £ \/(7“2(9 — )2 +4p0(LOp, . + 1)

212 =

—2u0
rof = \r26° — 200 + i + 4p6> L. . + 4ubr.
2u6
ra0 — /(a0 + p)2 + 46> Lp. .

210

Da p,. > 0, wird es eine positive und eine negative Losung fiir z geben, wobei im
biologischen Zusammenhang nur die positive Losung Sinn ergibt. Diese lasst sich durch
2r.0 7,

> == 3.33
2 Z 210 0 ( )

abschétzen.

Nur Autoinduktor-Betriiger

Wir suchen nun nach einem stationdren Punkt mit den Bedingungen z = z = 0,y # 0. Dies
hat zur Folge, dass Gleichungen (3.24) und (3.26) wegfallen. Auflerdem muss aufgrund von
Gleichung (3.27) s = 0 gelten und es wird somit weder Enzym noch Nahrung produziert.
Analog zur Vorgehensweise im Enzym-Betriiger-Fall teilen wir Gleichung (3.26) durch y
und losen auf.

ryf — i F A/ (ry0 + )2 + 46 L, ,

216
Auch hier konnen wir wieder eine untere Grenze fiir die Anzahl der Autoinduktor-Betriiger
in diesem stationdren Zustand angeben:

Y12 =

14



Nur Wildtyp

Dieser stationdre Punkt hat die Bedingungen y = z = 0,2 # 0. Um einen Zustand
erhalten zu konnen, in welchem nur Wildtyp-Bakterien sind, nehmen wir an, dass keinerlei
Mutationsrate existiert (m, =m, = 0 = p,, = p,. = 0). Da Wildtyp-Bakterien sowohl
Autoinduktor als auch Enzym produzieren, fallen nur Gleichungen (3.25) und (3.26) weg,
nach Teilen von (3.24) durch x erhalten wir die folgenden Gleichungen

Lo

0=ry+r,n— ——— P 3.35
Ty + T ,ux+1+$0p, (3.35)
oh
0=ax+ 6555@ — VsS (336)
oh
0= 5exm — Ye€ (337)
_ c1e ) ﬁo (3 38)
ce+ Y T+ T '
Durch Umstellen von Gleichung (3.37) und (3.36) erhalten wir:
Sh
A
o= et e (3.37)
Ve
oh
5 —ox = Bua— 3.36"
Vs8 — ax = f3 - ( )
%(785 — ax)
Se=4-" 7
Ve

Da e > 0 gelten muss, muss im Gleichgewichtszustand also v4s > ax gelten. Biologisch
betrachtet bedeutet dies, dass die Abbaurate des Signalmolekiils stérker ist als die Grund-
produktion. In Anbetracht der Mehrproduktion des Signal durch die Aufindzuierung macht
diese Bedingung fiir einen Gleichgewichtszustand Sinn: wére sie nicht erfillt, wiirde die
Menge an Signalmolekiil ansteigen, nicht gleichbleiben.

Umstellen von Gleichung (3.35) nach r, liefert:

TnC1T0e Lo

(cre +vn)(c2x +v,) 1420
Bei steigendem z sind beide Briiche monoton fallend, da sie subtrahiert werden ist die
rechte Seite von Gleichung (3.39) somit monoton steigend. Auf der linken Seite steht
dagegen eine Konstante. Setzen wir x = 0 in die rechte Seite ein, erhalten wir ein negatives
Ergebnis, was somit sicher kleiner als r, > 0 ist. Somit muss es ein xy = g(e) geben,
welches die Gleichung erfiillt.
Um zu betrachten, was bei steigendem e in Gleichung (3.39) passiert, stellen wir den Bruch,
in welchem e vorkommt, um und fassen zur besseren Ubersichtlichkeit einige Parameter
zusamimen.

Ty =

2 (3.39)
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ceie B c (aet T T
(cre+vn)(c2x +v)  r4+9, \caet+y, e+

_ c Tn

B 02x+’7n (1 Cle"f"%z)
Wie hier zu erkennen ist, ist der Bruch insgesamt in e monoton steigend. Daraus folgt,
dass die rechte Seite von (3.39) in e monoton fallend ist. Fiir den Schnittpunkt zy = g(e)
gilt deshalb, dass er umso grofer ist, je groBer e ist. g(e) ist damit monoton steigend in
e. AuBerdem konnen wir aussagen, dass g(0) > 0 gelten muss, da fir e = 0 Gleichung
(3.39) eine positive Losung x hat. Weiterhin gilt noch lim. ., g(e) < oo, wie aus (3.40)
ersichtlich ist. Setzen wir zy = g(e) in (3.37’) ein, erhalten wir

(3.40)

€ = Py ——

~— Ve sh + Th

streng monoton steigend —— N——
0<g(e)<oo sigmoidal

monoton steigend

Somit ergeben sich je nach Parameterwerten zwischen 1 und 3 Losungen.

3.2.3 Analyse der Eigenwerte

Nachdem wir Aussagen tiber die Existenz von stationdren Losungen mit jeweils einem
Bakterientyp machen konnten, interessiert weiter deren Stabilitdt. Da die Analyse iiber
die Jacobimatrix aufgrund der hohen Komplexitat nicht weiter sinnvoll ist, betrachten
wir die gefundenen Ein-Typ-Zustidnde und fragen, ob ein zweiter Bakterientyp dauerhaft
einwandern kann. Wie wir sehen werden haben die beiden Betriigerarten eine sehr ahnliche
Dynamik, weshalb wir sie zusammenfassen konnen und hierbei vereinfacht nur zwei unter-
schiedliche Typen untersuchen: den Wildtyp und einen Mutanten, der bei der Kooperation
an beliebiger Stelle betriigt. Es ergeben sich somit zwei verschiedene Ein-Typ-Zustande,
deren Dynamik wir untersuchen, und zusatzlich noch der leere Zustand. Wir fiigen in jeden
dieser Zustédnde ein paar Bakterien eines anderen Typs ein und wollen wissen, ob diese
in einem ersten kurzen Zeitraum eine zu- oder abnehmende Tendenz aufweisen. Daraus
konnen wir Schlussfolgerungen beziiglich der Langzeitdynamik zwischen den Typen ziehen,
wie in Abbildung 3.2 schematisch dargestellt.

Fiir jede Kombination aus vorhandenem und einwandernden Typ gibt also zwei Moglichkei-
ten, ndmlich Zu- und Abnahme des einwandernden Bakterientyps. Da es vier Kombinationen
gibt (Wildtyp — Mutant, Mutant — Wildtyp, Wildtyp — leerer Zustand, Mutant —
leerer Zustand) und ein Fall aus einer Zusammenstellung dieser vier Verhaltensweisen
besteht, konnen wir also 2* = 16 Fille insgesamt unterscheiden. Fordern wir zusétzlich,
dass Wildtyp — leerer Zustand immer zu einer Ausbreitung des Wildtyps fithren soll, um
das vollige Aussterben der Bakterien nicht in Betracht zu ziehen, verringert sich diese Zahl
auf 8 Falle.

Spektralraum der stationdren Zustiande

Wir bestimmen die Kriterien dafiir, ob sich ein Bakterientyp in einem bestimmten Zustand
ausbreiten kann oder nicht. Dazu benutzen wir einen Separationsansatz und nehmen an,
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Stationarer Punkt

von Typ A
Ausgangssituation: A <0
stationdrer Punkt Abnahme
von Typ A
Eindringen weniger
Bakterien von Typ B
A>0
Zunahme
Verbreitung
von Typ B

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Langzeitentwicklung bei unterschiedlichem
Kurzzeitverhalten

dass sich die Losung u(t, a) von Gleichung (3.1) folgenderweise darstellen lasst:

u(t,a) = Ula) - e
A ist hierbei die unbekannte Wachstumsrate, deren Vorzeichen zwischen Wachstum und
Aussterben entscheidet. Setzen wir diesen Ansatz in Gleichung (3.1) ein, erhalten wir:

O,u(t,a) = U'(a) - e ou(t,a) = X-Ula)eM

MU' (a) + AU (a)) = —p(a) - Ula) - e
U'(a) = =U(a)(pu(a) + A)
U(a) =C"- exp< /)\—I—,u )d7'>

Insgesamt ergibt sich also mit einer analogen Rechnung und nach Einsetzen der Anfangs-
werte:

u(t,a) = Elx - exp < /)\ + (T dT) (3.41)
o(t, a) = Ely - exp ( / Nl d7> (3.42)
w(t,a) = Elz - exp ( /)\ + (T dT) (3.43)

Um den Spektralraum von Gleichung (3.7)-(3.11) bestimmen zu kénnen, benutzen wir
einen Ansatz der Form A -v = f(v), wobei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist. Dazu
betrachten wir die drei verschiedenen Ausgangszustande (Leer, Betriiger und Wildtyp), die
jeweils eine stationdre Losung dieser Gleichungen sind, und linearisieren in der Umgebung.
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Leerer Zustand Wie in Kapitel 3.2.2 berechnet, ist der Nullpunkt ein stationdrer Punkt
der Differentialgleichungen (3.7) - (3.11). Da sowohl die dichteabhingige Todesrate pu
als auch die Signal- und Enzymproduktion mit der Bakterienzahl skalieren (vgl. auch
die Jacobimatrix im Nullpunkt auf Seite 13) fallen diese weg, wenn um den Nullpunkt
herum linearisiert wird. Dadurch wird keine verdauliche Nahrung produziert und die
nahrungsmittelabhéngige Wachstumsrate tritt nicht in Kraft. Aufgrund der Tatsache, dass
im leeren Zustand alle Kolonieplatze frei sind, gilt [ = L und wir definieren die neuen
Raten

Dror = / feolL - exp (—/ A+ u(T) dT) da mit *, 0 € {x,y, 2z} (3.44)
0 0
mit welchen sich insgesamt folgende Gleichungen ergeben:
AT = 1,8 — (my +m;)T + Prard

NG =1y + Duy L + Dyy Y
A2 = ng + ﬁx,z,)\x + ﬁz,z,)\z

Ubersichtlicher werden diese Gleichungen, wenn wir sie als Matrix-Vektor-Produkt auf-
schreiben:

z Ty — (my + mz) + ﬁx,x,/\ 0 0 T
Mg | = My + Day A Ty + Dyya 0 0 (3.45)
2 mz _I_ p\x7z7)\ O TZ + ﬁZ,Z7>\ 2

Aufgrund der Blockstruktur dieser Matrix ist erkennbar, dass es eine positive Losung fiir
A und damit eine Zunahme des Wildtyps gibt, falls
A= Te — My — My +ﬁ$,$,)\ (346)

eine positive Losung A hat. Da die rechte Seite dieser Gleichung monoton fallend ist (siehe
(3.44)), die linke Seite aber monoton steigend, besitzt diese Gleichung genau dann eine
positive Losung, wenn die rechte Seite fiir A = 0 positiv ist.

Ty — My — My + Prpo =Ty —my—mz+§L/0fx,xeXp <—/00+u(7') dT) da

Mithilfe von dieser und einer analogen Rechnung erhalten wir die Bedingungen fiir die
Einwanderung der verschiedenen Bakterientypen in den leeren Zustand.

Ty — My —m, + LOp, , >0 = Wildtyp kann einwandern (3.47)
ry + LOpPpp, > 0 = Betriger kann einwandern, b € {y,z}  (3.48)

Ein Vergleich mit den Bedingungen (3.32) aus der Analyse der Jacobimatrix zeigt, dass
beide Vorgehensweisen aquivalente Ergebnisse bringen.
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Nur Betriiger Der Zustand mit nur einer Betriigersorte unterscheidet sich vom leeren
Zustand durch die nicht mehr vernachlédssigbare dichteabhéngige Sterberate p und die
reduzierte Anzahl freier Kolonieplatze [, die sich nun auf

b
RTRLE {y, 2}

belduft, wobei by die Anzahl der Betriigerbakterien in diesem Zustand bezeichnet. Signal-,
Enzym- und Nahrungsproduktion bleiben weiterhin vernachlassigbar, da die Betriiger eines
von beiden nicht herstellen und so die Wirkungskette unterbrochen wird, bevor verdauliche
Nahrung produziert wird. Schreiben wir diese entstehenden Gleichungen fiir die Eigenwerte
des Systems in Matrix-Vektor-Schreibweise, so ergibt sich:

2 re — ptbg — (My +mz) + Prxr 0 0 Z

A 'g = My + ﬁx,y,/\ Ty — ,UbO + ﬁy,y,)\ 0 g

Z m, + ﬁz,z,)\ 0 r, — /Lb() + ﬁz,z,)\ Z
(3.49)

Dabei gilt fiir die Einwanderungsraten aus den Kolonien aufgrund der verringerten freien
Besiedelungsplatze die leicht verdanderte Gleichung

L oo a
Prox = S /f*<> - exp (—/ A+ p(T) dT) da mit x, 0 € {x,y, 2} (3.50)
T 140by Joo 0

Wieder tiberlegen wir, wann es positive Losungen fiir A gibt. In Anlehnung an die Vorge-
hensweise im vorigen Abschnitt kénnen wir als Bedingung fiir das erfolgreiche Einwandern
des Wildtyps herausfinden:

Lo
— by — =5 51
Ty — pbo — (my +m;) + T Gbop‘r’x >0 (3.51)

Nur Wildtyp Auch im Zustand mit nur Wildtypbakterien ist die dichteabhingige
Sterberate nicht vernachlassigbar und die Kolonieplétze reduziert. Zuséatzlich wird hier
allerdings noch Signalmolekiil, Enzym und somit schlussendlich verdauliche Nahrung
produziert. Da wir bei unseren Betrachtungen von einem Gleichgewichtszustand ausgehen,
konnen wir auch bei der vorhandenen Nahrungsmittelmenge von einer gleich bleibenden
Menge sprechen, die wir als ngy definieren. In der Matrix-Vektor-Schreibweise ist damit die
Gleichung fiir die Eigenwerte des Systems:

T
Moy | = (3.52)
3
Ty + oty — po — (My + M) + Prx 0 0 Z
My + Day ) Ty + NoTn — 1To + Dyy.r 0 U
me + ﬁa:,z,)\ 0 r, + norn — KXo + ﬁz,z)\ Z

Fragen wir uns, unter welchen Bedingungen ein Betriiger in den "Nur WildtypZustand
erfolgreich eindringen kann, so kommen wir mit den bisherigen Uberlegungen auf die
Bedingung

19



Ty + noTy — MTg + Doy >0 (3.53)

1+ Q.TO
Somit haben wir fiir alle drei Ausgangszustiande Bedingungen fiir den Erfolg einer Invasion
durch einen anderen Typ gefunden.

Zusammengesetzte Fille

Wir kénnen nun die gefundenen Einzelszenarien zu Féllen zusammenfassen und betrachten,
welche Langzeitentwicklungen sich ergeben. Dabei benutzen wir die Abkiirzungen W fiir
den Wildtyp, M fiir einen Mutanten und schliefSlich §) fiir den leeren Zustand. Auflerdem
verwenden wir den Pfeil — um anzuzeigen, dass Bakterien des Typs auf seiner linken Seite
in den Zustand auf der rechten Seite erfolgreich einwandern kénnen. Der durchgestrichene
Pfeil - zeigt an, dass keine erfolgreiche Invasion stattfinden kann.

Koexistenz Wir betrachten zuerst die folgende Kombination aus Einwanderungsmog-
lichkeiten:

W =0 ry — (my +m,) + LOp, , >0

M —0 ry + LOpy,, >0

W — M rz—ubo—(my+mz)+L79ﬁxx>O
1+ 60by ™

M—W Ty—l—rno—,uxo—l—iﬁ >0
" 1+ Oz

Das heifit, Wildtyp und Betriiger konnen sich in dieser Parameterkonstellation gegenseitig
invadieren und auch der leere Zustand kann von beiden erfolgreich besiedelt werden.
Dadurch kénnen wir davon ausgehen, dass sich ausgehend von einem einem Mischzustand
bei einem gewissen Wildtyp-Betriiger-Verhéltnis ein Gleichgewicht einpendeln wird, es
kommt zur Koexistenz. Starten wir ausschlieflich mit Mutanten, wird sich dieser Ein-Typ-
Zustand ohne Zuwanderung von auflen stabil verhalten, da keine Wildtypen entstehen
konnen und die Mutanten alleine lebensfiahig sind (M — (). Ist anfangs nur der Wildtyp
vertreten, wird sich im Lauf der Zeit trotzdem ein Mischzustand einstellen, da durch die
Mutationsraten immer wieder Wildtypen zu Betriigern mutieren, die sich dann bis zu einem
gewissen Punkt ausbreiten kénnen. Stabil ist also letztendlich nur der Koexistenzpunkt, alle
anderen stationdren Punkte konnen durch eine leichte Storung von auflen in ihn tiberfithrt
werden.

Mutant breitet sich nicht aus Wir betrachten den Fall, dass der Mutant sich gegeniiber
dem Wildtyp nicht durchsetzen kann, das heifit Betriiger in den Nur-Wildtyp-Zustand nicht
erfolgreich einwandern kdnnen, ansonsten aber alle Invasionen stattfinden kénnen. Mutant
und Wildtyp sind somit jeweils allein lebensfdhig, nur im Zusammenleben der beiden
Typen wird sich der Wildtyp langfristig durchsetzen. Es bleiben durch die Mutationsrate
immer einige Betriiger in einem ansonsten reinen Wildtyp-Zustand, die allerdings keine
eigenstiandige Subpopulation aufbauen kénnen. Fiir ein Szenario, in welchem es keinerlei
Mutation gibt, ist in diesem Fall der Nur-Wildtyp-Zustand stabil.
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W —0 re — (my +m,) + LOpy, >0

M —0 ry + LOp,, >0

W — M r$—ubo—(my+mz)+iﬁmz>0
14+60by ™

M - W ry—l—rno—uxo—l—i]ﬁ <0
" 1+ 6z

Mutant verdrangt Wildtyp Fiir den umgekehrten Fall, dass sich der Wildtyp in einem
reinen Betriiger-Zustand nicht ausbreiten kann, der Mutant aber seinerseits in den Wildtyp-
Zustand erfolgreich einwandern kann, wird sich auf lange Sicht der Betriiger durchsetzen
und den Wildtyp verdrangen. Anders als im vorherigen Fall gibt es keine Mutationsrate,
die fiir eine Mischung der Typen sorgt, der Nur-Betriiger-Zustand ist stabil.

W —0 re — (my +m,) + LOp,, >0

M —0 ry + LOpy, >0

W - M bo — (my +m;) + w_, <0
- Ty — —m m; T, nn Pz
MO Yy 1—|—0b0p7

M—W ry+7’nn0—u:€0+mﬁy7y>0

Mutant koexistiert ausschiefllich Dieser Fall ist sehr dhnlich zum Koexistenz-Fall.
Der Unterschied besteht in der Fahigkeit des Mutanten, nicht in den leeren Zustand
einwandern zu konnen, das heifft nicht alleine existieren zu kénnen. In einem solchen
Szenario wird es auch zu einer stabilen Koexistenz kommen, nur ein reiner Mutanten
Zustand ist nicht moglich, da dieser ohne Unterstiitzung durch den Wildtyp nicht stabil
ist.

W —0 re — (my +m,)+ LOp, ., >0
M -0 ry + LOp,, <0
W — M bo — (my +m.) + —20 p >0
Ty — —(m mg 5, n Pz
Hoo v 11 60,0
Lo
M —W Ty+TnnO—M$0+mpy’y>O

Bistabilitat In diesem Fall konnen beide Bakterientypen sich gegenseitig nicht erfolgreich
invadieren. Es setzt sich somit der Typ durch, der zuerst bzw. in den grofleren Mengen
vorhanden ist. Der Koexistenzpunkt ist somit instabil, die beiden Ein-Typ-Zustande sind
stabil (mit einer kleinen Betriigerpopulation durch die Mutationsrate beim Wildtyp) und
werden abhingig vom Anfangswert erreicht.
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W —0 re — (my +my) + LOpy . >0

M= ry + LOp,, >0
Lo
W - M rx—ubo—(my+mz)+ ebpxz<()
0
L
M -»W ry+rnn0—u9€o+1+9 Pyy <0

Niedergang der Population Bei dieser Kombination an Verhaltensweisen tritt ein
spannender Effekt auf: starten wir in einem Nur-Wildtyp-Zustand, treten aufgrund der
Mutationsrate einzelne Mutanten auf; diese konnen im Laufe der Zeit den Wildtyp erfolg-
reich invadieren und ersetzen diesen somit. Allerdings zeigt das Verhalten M - (), dass
der Mutant alleine nicht lebensfihig ist. Hat er den Wildtyp erfolgreich verdrangt, wird er
selbst aussterben. Die Population stirbt also unweigerlich aus.

W —0 re — (my +m,) + LOpy, >0

M -+ ry + LOp,, <0
Lo

W — M rx—,ubo—(my—l—mz)+ ebopx$<0

M —W Ty + TNy — Mo + L ———Pyy >0
1+ 6z

Mutant ist nicht lebensfidhig Dieses Szenario ist eine Kombination aus ,,Mutant
breitet sich nicht aus® und ,Mutant koexistiert ausschlieflich®. Der Mutant ist weder
allein lebensfihig, noch ist er in der Lage, sich gegeniiber dem Wildtyp durchzusetzen.
Dementsprechend ist der Nur-Wildtyp-Zustand stabil, lediglich kleine Mengen an Betriigern
werden durch die Mutationsrate erzeugt. Der Betriiger ist somit fast bedeutungslos fiir
das System.

W —0 re — (my +m,)+ LOp, . >0
M 0 vy + LOp,, < 0
W — M rm—,ubo—(my—l—mz)+ gbpmx>0
0
L
MW ry+rnn0—uxo+1+9 Dyy <0

In diesem Szenario ist auch der letzte Fall enthalten, bei welchem zusatzlich W - M
gilt, da bei nicht lebensfihigem Mutanten die Frage nach dem Verhalten bei einem reinen
Mutanten Zustand nicht sinnvoll ist.

3.3 Vereinfachtes Modell

Da das bisher untersuchte Modell sehr komplex ist, stellt sich die Frage, ob eine eventuelle
Vereinfachung weiteren Einblick in das Verhalten des Systems gewéahrt. Dazu betrachten

22



wir zwei verschiedene Vereinfachungsansétze. In einem Fall gehen wir davon aus, dass die
Kolonietodesrate px(a) konstant ist. In einem zweiten Szenario kommt Quorum Sensing
nur in Kolonien zur Auspridgung, im Plankton hingegen aufgrund der stéirkeren Diffusion
nicht.

3.3.1 Konstante Kolonietodesrate
Nehmen wir an, die Kolonietodesrate g (a) sei unabhéngig von a, das heifit sie hat einen
konstanten Wert sy . In Kapitel 3.2.2 hatten wir in Gleichung (3.16) ¢(a) definiert. Setzen
wir nun unsere konstante Kolonietodesrate ein, erhalten wir:
p(a) = =z =
Jo~e

Damit kénnen wir die stationdren Losungen der Kolonien vereinfachen, hier exemplarisch
fur u(a).

u(a) = xlfp = I /Oogxp <_/0“/fK d7'> da - e = glee—aric

Es ergibt sich somit fiir die Einflussterme p, .,x € {x,y, 2z} folgender Term:

o xLO
v= [ fun d /x —oic 3.54
poe = [ Frlau(@)do = g T [ @pie " da - (354)

Obwohl dieser Term im Vergleich mit dem allgemeinen Fall vereinfacht ist, lasst sich auch
hier ohne Kenntnis von f, , der Einflussterm nicht nédher bestimmen. Dieser Ansatz liefert
also keine weiteren Erkenntnisse.

3.3.2 Kein Quorum Sensing im Plankton

Bisher sind wir in unseren Uberlegungen davon ausgegangen, dass auch im Plankton
sich Signalmolekiile soweit ansammeln kénnen, dass die Enzym- und damit auch die
Nahrungsproduktion angestoflen wird. In einem vereinfachten Modell nehmen wir nun
an, dass durch Diffusion und Strémung sich die Signalmokeliile nicht gentigend anreichern
konnen, Kooperation durch Quorum Sensing demzufolge nur in Kolonien stattfinden kann,
nicht jedoch im Plankton. Wir verdndern unser Basismodell (3.7)-(3.11) entsprechend: die
nahrungsabhiangige Wachstumsrate r,, konnen wir wegfallen lasssen, ebenso wie Gleichungen
(3.10) und (3.11), da diese sich nur auf die Nahrung auswirken. Das vereinfachte Modell
lautet also

"=y —plez+y+2)r— (my+m)a+ pea (3.55)
y = (ry — p(x +y+2))y + myx + pey + Dyy (3.56)
Z=(r,—plx+y+2)z+max+pe.+p.. (3.57)

Die stationaren Zustidnde mit nur einem Typ ergeben sich analog zu den Losungen im
Basismodell, sieche Abschnitt 3.2.2. Neu ist die Moglichkeit, einen stationdren Punkt mit
zwei anwesenden Bakterientypen zu finden.
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Beide Betriigersorten, kein Wildtyp

Mathematisch entspricht dieser Fall z = 0, y # 0, z # 0. Gleichung (3.55) ist damit
trivialerweise 0, die anderen beiden Gleichungen setzen wir gleich 0.

Loy

0=(r, — A
(ry = ply +2))y+ 1 PETAL
Loz
O = z + + -, N\ A Az z
(r: —ply +2)2+ 7 e
Teilen durch y bzw. z und Substitution u := y + 2 ergibt
Lo
0= Ty — pu + mpyy (358)
Lo
O=r, — — .. 3.59
L L i 08 (3.59)

Wir kénnen beide Gleichungen unabhangig voneinander 16sen, allerdings ergibt dies nur
im Fall r, = r, und p,, = p.. eine sinnvolle Losung. Sind die Parameter hingegen
unterschiedlich, schlieflen sich die beiden Betriigertypen gegenseitig aus; es kann nur einer
von beiden langfristig existieren. Um auszuschlieflen, dass es periodische Losungen fiir
dieses System gibt, wenden wir das Negative Kriterium von Bendixson an.

Satz (Negatives Kriterium von Bendixson). Sei
&= F(z,y)
j=G(z,y)

eine Differentialgleichung, die fir (z,y) in einem einfach zusammenhdingenden Gebiet
U C R? definiert ist. Dann gilt: Wenn der Ausdruck

oF 0G

div(f,g) = %Jrafy

nicht gleich 0 ist und in U keinen Vorzeichenwechsel hat, dann existiert in U keine
periodische Lisung.

Fiir einen Beweis siehe [9]. Das Kriterium gilt auch, wenn man das Vektorfeld F, G mit
einer C'-Funktion p(x,y) : U — R skaliert:

&= p(x,y)F(z,y)
y = p(z,y)G(r,y)

Wir skalieren das Vektorfeld in unserem Fall mit p(y, z) = yiz:
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Ty y+z Lop, ,
P = T T Y A i+ 2000
pg:Q_Myan+ Lop, .
y y  (I++2)0)y
N %:O_MZ—(y+z)-0 0— L0p, 0%
Jy 22 (1+ (y+ 2)0)222
9pg _ y—(y+2)-0 0— L6p. .0y
0z a Y2 (14 (y + 2)0)2y?
| 1 LOp, 0 1 LOp..0
- divlol.rg) = =1 = Gy v 207 My Txwt 0y "

da y, z sowie alle Parameter > 0

Somit ist das negative Kriterium von Bendixson erfiillt und es gibt keine periodischen
Losungen fiir dieses System. Wir finden demzufolge bei diesem System in einem stationiren
Zustand nur die Bakterienart mit dem stéarkeren Wachstum. Um eine genauere Abschéitzung
liefern zu konnen, losen wir Gleichungen (3.58) und (3.59) getrennt voneinander, die
Losungen bezeichnen wir mit u, bzw. u,.

Ty — p+ \/(Tyﬁ + )% + 4ub?Lp,,

Yy = 210
r.0 — pu+ \/(TZH + )2+ 4peLp., ,
e = 206

Es wird sich derjenige Bakterientyp durchsetzen konnen, der den grofleren Wert fiir u
aufweif}t.
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4 Numerische Auswertung

Um die theoretischen Ergebnisse des vorigen Kapitels zu iiberpriifen, wird das Modell in
Matlab implementiert und die gewohnlichen Differentialgleichungen des Planktons mithilfe
des Runge-Kutta-Verfahrens gelost. Es stellt sich dabei die Fage, wie der Einflussterm der
Kolonien berechnet werden soll. Dieses Problem kann in zwei Teile zerlegt werden, namlich
ein Umschreiben der partiellen Differentialgleichungen fiir u, v, w und die Bestimmung von

fx,:{n fx,ya f:mza fy,y und fz,z-

4.1 Implementierung des Einflussterms

4.1.1 Umschreiben der partiellen Differentialgleichungen

Matlab bietet mehrere numerische Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen
an, die allerdings alle von zeit- und ortsabhéngigen Problemen ausgehen. Da unsere parti-
ellen Differentialgleichungen zwei Zeitskalen beinhalten, kommen diese nicht in Betracht.
Entsprechend miissen die Differentialgleichungen in eine andere, numerisch lésbare Form
gebracht werden.

Analog zur Vorgehensweise in [15] betrachten wir die Kohort-Funktion w,(t), hier zuerst
fir u(t,a). ¢ € R ist dabei ein beliebiger, aber fixer, Wert. Damit die Kohort-Funktion
fiir jedes ¢ wohldefiniert ist, miissen sowohl ¢ als auch ¢ 4 ¢ positiv sein, was zu einer
Einschréankung beztglich ¢ fithrt.

we(t) = u(t,t+c) t > t. = max{0, —c} (4.1)
Wir betrachten die Ableitung beztiglich ¢:

we(t + h) — w(t)

ﬁwc(t) = ]111£>I(1) .
 lim u(lt+h,t+c+h)—ult,t+c)
h—0 h

= Owu(t,t + c) + Ou(t,t + c)
= —u(t + c)u(t,t + c)
= —u(t + c)w.(t)

Diese gewohnliche Differentialgleichung lasst sich leicht 16sen. Wir erhalten

we(t) = we(t.) exp (—/tctu(s +¢) ds>
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Um ¢, auflésen zu konnen bendtigen wir eine Fallunterscheidung.

1.Fall: ¢ > 0 =t =0
t
= w.(t) = w.(0) exp <—/ p(s+c) ds)
0
2.Fall: ¢ <0 =t.= —c

= w,(t) = w.(—c) exp <— _téb(s +¢) ds)

Da diese Gleichungen fiir allgemeines ¢ gelten, gelten sie im speziellen auch fiir die Wahl
¢ = a — t. Damit ergibt sich fir w.(t) = u(t, a)

ult.a) = u(O,a—t)exp(—fgu(s—i-a—t)ds) a>t
o u(t—a,O)exp(—ff_au(s—l—a—t)ds) a<t

Beide Integrale konnen noch vereinfacht werden und wir erhalten

u(t,a) = { u(0,a —t) exp (_f;—t (s) dS) a>t
| u(t —a,0)exp (= fg p(s)ds) a<t

Erinnern wir uns an die allgemeine Form einer altersstrukturierten Differentialgleichung,
wie sie in 2.2 vorgestellt wurde, so beschreibt u(0,a — t) die Anfangsverteilung ®(a)
dieser Differentialgleichung, wahrend u(t — a,0) den Geburtenprozess G(t) darstellt. Der
Integralterm ist nichts weiter als m(a — t,a) bzw. 7(0, a).

Da wir bei unserer Differentialgleichung mit leeren Kolonien starten, ist u(0,a —t) = 0,
es bleibt nur der Geburtenprozess, der sich bei u(t,a) als u(t — a,0) = z(t — a)l(t — a)¢
darstellen ldsst. Analog verhélt es sich mit v(¢,a) und w(¢, a). Insgesamt bleibt somit fiir
eine numerische Implementierung die drei Gleichungen

0 a>t

ult,0) = { #(t — a)l(t — a)E exp (= ¢ pu(s) ds) a <t (4.2)
0 a>t

vit,a) = { y(t — a)l(t — @) exp (— ¢ pu(s) ds) a <t (43)
0 a>t

wit,a) = { 2(t— a)l(t — a) exp (— [ pls)ds) a <t (44)

Somit haben wir die partiellen Differentialgleichungen auf numerisch lésbare Gleichungen
zurtckfithren kénnen. Es bleibt zu iiberlegen, wie z(t — a), y(t — a), z2(t — a) und I(t — a)
berechnet werden kénnen. Eine Rekursion bietet sich in diesem Fall aufgrund des damit
verbundenen hohen Rechenaufwands nicht an. Stattdessen wird eine Matrix angelegt, die
den Wert von x, y, 2z an jedem Auswertungspunkt der Differentialgleichungen des Planktons
enthélt. Genauso verhélt es sich mit [. Auch hier wird an jedem Auswertungspunkt der
neue Wert [(t) berechnet durch
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I(t) = I — (/O(Z(t, a)da +/0°5(t, a)da +/0°fu(t, a) da) (4.5)

und in einer Matrix gespeichert. Mit diesen Uberlegungen lassen sich nun w, v, w numerisch
bestimmen.

4.1.2 Bestimmung der Koloniedynamik

Es bleibt noch zu tiberlegen, wie f; 2, fzy, fo,2: fyy und f. . bestimmt werden konnen. f, .
reprasentiert dabei die Anzahl der Bakterien des Typs ¢, die aus einer Kolonie, welche
mit Bakterientyp x gestartet wurde, in das Plankton iibersiedeln. Vereinfachend gehen wir
hier davon aus, dass es sich hierbei um einen festen Prozentsatz der gerade in der Kolonie
vorhandenen Bakterien handelt. Wir bestimmen also, wie viele Bakterien der drei Typen
in einer Kolonie von Alter a vorhanden sind. Dazu lésen wir die gewohnlichen Differential-
gleichungen (2.9) bis (2.13) jeweils mit den Anfangswerten (1 0 0 0 0)7,(0 1 0 0 0)T
und (0 0 1 0 0)7, um die Besiedelung durch die verschiedenen Bakterientypen simulieren
zu konnen. Den Verlust an Bakterien durch die Riickwanderung ins Plankton lassen wir
unbeachtet, da er sehr gering ist.

Die Differentialgleichungen werden bis auf eine Ausnahme unter den gleichen Paramterwer-
ten wie auch das Plankton berechnet. Diese Ausnahme ist die Todesrate u. Diese wird in
den Kolonien durch pioonie ersetzt, ein Wert, der etwas geringer als p ist. Dies ist aus der
Tatsache heraus motiviert, dass indiviuelle Bakterien in Kolonien eine geringere Todesrate
besitzen als solche in Plankton.

Im Fall der Besiedelung eines freien Kolonieplatzes durch ein Wildtyp-Bakterium entste-
hen durch die Mutationsrate beide Betriigertypen, besiedelt hingegen ein Betriigertyp
anfinglich, so bleibt die Kolonie typenrein. Da sich keine Funktionsterme finden lieflen,
die das Verhalten in den Kolonien genau abbilden, wird hier eine Interpolation mit Splines
vorgenominen.

4.2 Verwendete Paramterwerte

Eine vollstédndige Tabelle aller verwendeter Paramterwerte befindet im Anhang C, hier sei
nur auf die vorgenommenen Umrechnungen eingegangen.

Signalmolekiil-Produktionsraten «, [,

Diese beiden Werte finden sich in den Quellen in 22 angegeben. Da der Schwellwert zur

Aktivierung des positiven Feedbackzyklus 7 aller(ﬁlings in rf—‘fll angegeben ist, muss hier
eine Umrechnung vorgenommen werden. Dazu berechnen wir ein ungefahres Volumen
des Planktons. Hier wird ein fester Wert angenommen, mit steigender Bakterienzahl bzw.
Stoffmenge andert sich somit die Konzentration, nicht die Ausdehnung. Um einen positiven
Feedbackzyklus des Signals im Plankton zu ermoglichen, wollen wir das Volumen V' so
wahlen, dass bei einer Zellzahl von 50 definitiv eine Aktivierung stattfindet.

Nehmen wir fiir einen Moment zur Vereinfachung an, das Signalmolekiil liege im Gleich-

gewichtszustand vor. Um die Aktvierung bei 50 Zellen zu garantieren, wollen wir allein
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durch die Grundproduktionsrate dieser Zellen den doppelten Schwellwert erreichen kénnen.
Die Gleichung lautet somit:

90 - Ainmol

0:#—%'8
0=>50" Qinmor — Vs - 27 -V
V= 5O'ainmol
Vs 2T
V=15x10"L (4.6)

Um also die richtigen Raten fir o und S5 zu finden, miissen wir die in (Quelle) angegebenen
Werte durch 1.5 x 1078 L teilen.

Nahrungszerfallsrate 7,

Die Rate, mit welcher die verdauliche Nahrung zerfallt bzw. mit welcher sie aus der
Reichweite der Bakterien diffundiert, findet sich nicht in der Literatur. Wir gehen deshalb
davon aus, dass pro Stunde etwa 90% der verfiigbaren Nahrung durch verschiedene Effekte
dem Plankton verloren geht. Betrachten wir nur diesen Aspekt, so konnen wir eine einfache
Differentialgleichung fiir n angeben und auch l6sen:

K —Yp 1

n
n(t) ~ const -¢~ "

Wir fiigen unsere 90% Bedingung ein:
n(1) =0.1-n(0)
e =0.1
Tn = 2.3 (4.7)

Effektivitat des Enzyms ¢,

Da die Terme zur Nahrungsaufspaltung die Sattigung des Enzyms mit Substrat nicht
beriicksichtigen, gehen wir hier davon aus, dass die Substratmenge gering ist. In so einem
Fall lasst sich die Geschwindigkeit der Umsetzung von Nahrung n durch das Enzym e
naherungsweise durch folgenden Term ausdriicken:

kcat

M
Unser gesuchtes ¢; ergibt sich also als k.o /Ky [1]-

(U

ce-n

Nahrungsaufnahme der Bakterien c,

In [13] finden sich Raten zur Aufnahme von Kohlenstoff durch Bakterien. Diese sind in

7o angegeben. Da eine Aminosdure 6 oder 7 C-Atome enthélt und Kohlenstoff ein

Molekulargewicht von 12 —£; hat, findet sich der Wert fiir ¢, in Zlc:[;lcélh durch Teilen der

angegebenen Raten durch etwa 80.
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Abbildung 4.1: Dynamik einer Kolonie gestartet mit einem Wildtyp

4.3 Analyse der Gesamtdynamik

Nachdem alle Vorbereitungen abgeschlossen sind, rechnen wir fiir verschiedene Parameter-
konstellationen das aufgestellte Modell (3.7) - (3.11) durch. Zuerst versuchen wir dabei,
einen ersten Eindruck vom Einfluss der verschiedenen Parameter zu erhalten, danach ana-
lysieren wir verschiedene Szenarien mit realistischen Parameterwerten. Die Parameterwerte
fiir die verschiedenen Simulationen finden sich in Anhang C.

4.3.1 Einfluss der Kolonietodesrate

Die Kolonietodesrate bestimmt, wie lange die Kolonien durchschnittlich nach ihrer Griin-
dung durch ein Bakterium wachsen konnen, bevor sie durch Fressfeinde oder andere
Ereignisse ausgeloscht werden. Ist der Wert sehr klein, so iiberleben die Kolonien langer.
Das sorgt fir grofere Kolonien, allerdings gibt es den Betriigern auch Zeit, den Wildtyp in
den Kolonien zuriickzudréngen.

Ist py grofl gewdhlt, so sterben die Kolonien sehr schnell ab. Dadurch bleiben sie sortenrein,
erreichen allerdings nur sehr kleine Gréflen. Abbildung 4.1 zeigt beipielshaft die Dynamik
innerhalb einer Kolonie, in Abbildung 4.2 bis 4.4 lassen sich die daraus resultierenden
Einfliisse auf die Planktondynamik nachvollziehen. Es zeigt sich, dass ein mittlerer Wert
fiir ux das Uberleben des Wildtyps am stirksten fordert. Dies sorgt fiir grofe Kolonien,
die grofenmafBig einen Einfluss auf das Plankton ausiiben konnen, sowie fiir weitgehende
Sortenreinheit, durch die ein stetiger Zustrom von Wildtypbakterien bestehen bleibt.
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4.3.2 Einfluss der nahrungsabhingigen Wachstumsrate r,

Die nahrungsabhéngige Wachstumsrate r, bestimmt, wie grofl der Vorteil der Kooperation
ist. Ist 7, im Vergleich zu den nahrungsunabhangigen Wachstumsraten r,,r, und r, klein,
so macht es fiir die Bakterien kaum Unterschied, ob verdauliche Nahrung vorhanden
ist oder nicht. Da mit sehr groflem r, der Wachstumsvorteil der von einem Wildtyp
gegriindeten Kolonien deutlicher ist, ist zu erwarten, dass ein grofles r,, die Kooperation der
Bakterien stablisiert. Abbildungen 4.5, 4.6 und 4.7 zeigen die Dynamik fiir r,, = 0.01 ﬁ,
0.1 ﬁ und 0.5 ﬁ Anders als erwartet sorgt eine hohere Wachstumsrate fiir einen
schnelleren Niedergang des Wildtyps. Dies ist einem zweiten Faktor geschuldet, der durch
eine hohere Wachstumsrate zunimmt: die Eigendynamik des Planktons ist zu schnell, um
durch die Kolonien ausgeglichen zu werden. Durch eine grofle Wachstumsgeschwindigkeit
im Plankton selbst breiten sich dort in kurzer Zeit die Betriiger aus. Das sorgt dafiir, dass
zwar aus den anfanglich gegriindeten Kolonien Wildtyp-Bakterien ins Plankton stromen,
die Kolonieplatze nach kurzer Zeit aber vor allem von Betriigern besiedelt werden, da
vorrangig Betriiger im Plankton vorhanden sind. Der Zustrom an kooperierenden Bakterien
aus den Kolonien versiegt somit.

Es zeigt sich somit, dass fiir eine Stabilisierung der Kooperation durch den Wechsel der

Lebensweise zwischen Plankton und Kolonie ein langsameres Wachstum der Bakterien im
Plankton wichtig ist.
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4.3.3 Plankton ohne Quorum Sensing

Ein Szenario, dass in Abschnitt 3.3.2 bereits auf stationire Zustédnde analysiert wurde, ist
ein Plankton ohne Quorum Sensing. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Diffusion
im Plankton zu grof} ist, um eine Akkumulation von Signalmolekiil zuzulassen. Fiir unser
numerisches Modell bedeutet dies, dass die Gleichungen fiir das Signalmolekiil s und das
Enzym e weggelassen werden konnen - da es zu keinem positiven Feebackzyklus und keiner
Nahrungsproduktion kommt, spielen sie keine weitere Rolle. Es bleiben also Gleichungen
(3.55) - (3.57) zu losen.

Unter Verwendung der Parameterwerte aus dem Anhang und unter Variation von r,
ergeben sich die Dynamiken von Abbildungen 4.8 - 4.10.

Es zeigt sich, dass eine groflere nahrungsabhangige Wachstumsrate wie bereits vermutet
einen positiven Einfluss auf das Uberleben des Wildtyps hat, bis hin zu einer Stabilisierung
des Quorum Sensing bei r, = 0.5. In einem solchen Szenario ohne Quorum Sensing,
das heifit mit einer gebremsten Eigendynamik des Planktons, kann also die stérkere
Wachstumsrate einer Wildtypkolonie gegentiber einer Betriigerkolonie einen so starken
Einfluss auf das Plankton ausiiben, dass der Wildtyps sich langfristig gegen Betriiger
durchsetzen kann. Wichtig hierfiir ist auch die Lebensdauer einer Kolonie, wie schon
in 4.3.1 angesprochen. Ist sie zu lang, so werden die Wildtypkolonien mit der Zeit von
Betriigern iibernommen und der positive Einfluss auf das Plankton verschwindet. Ist
die Lebensdauer dagegen zu kurz, so ist der Wachstumsvorsprung des Wildtyps nicht
ausgepragt genug und es kommt zu einem Niedergang der Kooperation, wie Grafik 4.11
nochmals zeigt. Die Stabilitdt des Quorum Sensing hangt also im entscheidenden Mafl von
der Haufigkeit der Aussterbeereignisse und der Hohe des Kooperationsvorteils ab.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Modell aus fiunf gekoppelten Differentialgleichungen aufgestellt,
welches die Kommunikation und das Wachstum von Plankton beschreibt. Mithilfe von
altersstrukturierten Modellen konnte der Einfluss von Kolonien beobachtet werden, die
periodisch von Fressfeinden ausgeloscht und aus dem Plankton neu besiedelt werden. Durch
diesen Wechsel der Lebensweise kann die evolutionédre Stabilitat von Quorum Sensing
gezeigt werden, was bei Plankton allein nicht moglich ist.

Analytisch wurde die Existenz mehrerer Szenarien nachgewiesen, in welchen ein kooperieren-
der Wildtyp dauerhaft im Plankton vorhanden bleibt. Auch in numerischen Simulationen
konnte eine solche Stabilitat unter realistischen Parameterwerten hergestellt werden und es
wurden allgemeine Hinweise gefunden, welche Parameter besondern stark die evolutionéare
Stabilitat beeinflussen.

5.1 Antworten

Zu Beginn dieser Arbeit wurden verschiedene Fragen aufgestellt, auf die wir jetzt eine
Antwort geben koénnen.

e Wie kann die Dynamik der Kolonien modelliert werden, ohne fiir jede Kolonie
Differentialgleichungen aufzustellen?

Eine Modellierung tiber altersstrukturierte Modelle kann zusammen mit Funktionen fiir die
typische Dynamik in den Kolonien dafiir sorgen, dass man alle Kolonien zusammengefasst
betrachten kann.

o Welche verschiedenen Szenarien des Zusammenlebens der Bakterientypen sind mog-
lich?

Je nach Parameterkonstellation konnen Betriiger und Wildtyp koexistieren oder der Betrii-
ger kann den Wildtyp durch seinen Wachstumsvorteil bis zur Ausrottung zuriickdriangen.
In einem Szenario, in welchem die Nahrung essentiell fiir die Bakterien ist, kann es so zu
einer Art evolutionarem Selbstmord kommen, da ein Betriigertyp allein keine Nahrung
abbauen kann und somit nach dem Verdrangen des Wildtyps an Nahrungsmangel zu
Grunde geht.

o Unter welchen Parametern stabilisiert der Wechsel der Lebensweise die Kooperation?

Entscheidend fiir eine Stabilisierung ist eine nicht zu starke Dynamik des Planktons
im Vergleich zur Dynamik der Kolonien, in einem moderaten Abstand wiederkehrende
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Aussterbeereignisse der Kolonien sowie ein grofferer Wachstumsvorteil durch die abgebaute
Nahrung. Sind diese Vorraussetzungen erfiillt, so wird die Kooperation durch den Austausch
zwischen Plankton und Kolonien stabilisiert.

5.2 Ausblick

Das hier vorgestellte Modell lasst Schliisse darauf zu, wie genau Kooperation zwischen
Bakterien evolutionér stabil sein kann. Es ist allerdings weder eine vollsténdige Abbildung
der Realitiat, noch ist jede Wechselwirkung der Parameter in diesem Modell vollig klar.
Mit dem in dieser Arbeit verwendeten Modell kénnten (teilweise mit leichten Abwandlun-
gen) noch weitere Szenarien betrachtet werden, z.B. ein Betriiger, welcher zuviel Signal
produziert, um die Produktion von Gemeinschaftsgiitern durch die anderen Bakterien
anzuregen. Einen hier nur analytisch betrachteten Fall, ndmlich den evolutiondren Suizid
der Betriiger bei negativer Grundwachstumsrate, simulativ nachzuweisen kénnte sich auch
als spannend erweisen.

Ein paar in der Realitéit vorhandene Mechanismen wurden in diesem Modell nicht abgebildet,
so etwa die rdumliche Verteilung von Nahrung, Signalmolekiil und Enzym. Auch die
Stoffwechselkosten der kooperierenden Betriiger sind hier vereinfachend als fix angenommen
worden, hangen tatsdchlich aber mit der Menge an produziertem Molekiil zusammen. Dies
sind nur zwei der moglichen Erweiterungen von sicherlich vielen mehr.

Als letzter weiterfithrender Gedanke seien an dieser Stelle nochmals die anfangs aufgefiihrten
Experimente von Rumbaugh et.al. [12] erwahnt: darin wurde gezeigt, dass die Zufuhr von
Betriigern eine durch Quorum Sensing gesteuerte Infektion von Pseudomonas aeruginosa
abmildern kann. Mit analytischen Modellen &hnlich dem hier vorgestellten liefe sich auch
in dieser Richtung noch weiter forschen.
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A Jacobi-Matrix

Die Jacobimatrix ist gegeben durch
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Verwendete Matlabskripte

B.1 Skripte fiir den Aufruf mit Quorum Sensing im

Plankton

%$0berste Aufrufebene

function [T,Y] = Aufruf ()

$Zuerst die Spline—Interpolation fuer das Verhalten in den Kolonien
global fxx fxy fxz fyy fzz

trange = [0:1000];

[t,y] = oded5(@Kolonie,trange, [1 0 0 0 01);
fxx = spline(t,y(:,1));

fxy = spline(t,y(:,2));
fxz = spline(t,y(:,3));
[t,y] = oded5(@Kolonie,trange, [0 1 0 0 01);
fyy = spline(t,y(:,2));

[t,y] = ode45(@Kolonie,trange, [0 O 1 0 01);
fzz = spline(t,y(:,3));

%Um hinterher in Faelle einsortieren zu koennen, unter den
%Parameterwerten einmal nur Wildtyp betrachtee
global tnurx ynurx

[tnurx, ynurx] = ode4d5 (@KolonieohneMutation, [0:500],[8 0 01);

%$Noch kurz 1 initialisieren

global 1 L
L = 100;
1 =10 L];

%$Dann das Plankton laufen lassen
global Tspan Yspan startval

startval = [5 0 0 0 0];

Tspan = 0;

Yspan = startval';

options = odeset ('OutputFcn',@Storing);

[T,Y] = ode4d5(@Plankton,trange,startval,options);
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end

%$Koloniedynamik
function [y] = Kolonie(t, x)

%$Parameter holen
global muKolonie ml m2 rx ry rz rn gs ge a bs be tau cl c2 gn nO

n = x(5)*cl*n0/ ((cl*xx(5)+gn)*(c2*(x(1)+x(2)+x(3))+gn));

y = zeros(5,1);

SWildtyp

yv(1l)= (rx + rnxn — muKoloniex* (x(1)+x(2)+x(3)))*x(1l) — (ml + m2)*x(1l) ;
$AI—Cheater

v(2)= (ry + rnxn — muKoloniex (x(1)+x(2)+x(3)))*x(2) + ml*x(l) ;
$Enzym—Cheater

yv(3)= (rz + rn*n — muKolonie* (x(1)+x(2)+x(3)))*x(3) + m2*x(1l) ;

$AT

v(4)= a* (x(1)+x(3)) + bs*x(x(1)+x(3))*(x(4) "2/ (x(4)"2+tau"2))—gs*x (4) ;
$Enzym

v(5)= bex (x(1)+x(2))*(x(4) "2/ (x(4)"2+tau”2))—ge*x(5) ;

end

$Koloniedynamik ohne Mutation
function [y] = KolonieohneMutation (t, x)

%$Parameter holen
global muKolonie rx rn gs ge a bs be tau cl c2 gn nO

n = x(3)xclxn0/ ((clxx(3)+gn)* (c2+xx(1)+gn));

y = zeros(3,1);

y(l)= (rx + rn*n — muKoloniex*x(1l))xx(1l); SWildtyp
v(2)= a*x (1) + bs*x(1)*(x(2)"2/(x(2)"2+tau™2))—gs*x(2) ; SAT
v(3)= be*x (1) *(x(2)"2/(x(2)"2+tau"2))—gex*xx(3) ; $Enzym
end

%$Bekommt den aktuellen Integrationsschritt und speichert ihn in einer
%$Matrix, um die Rekursionen zu ermoeglichen

function status = Storing(t,y,flag)

global Tspan Yspan

if isempty(flag)

Tspan = [Tspan t];
Yspan = [Yspan v];
disp(t)
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elseif strcmp(flag, 'init')

Tspan = 0;
Yspan = y;
end
status = 0;
end
$Planktondynamik
function [y] = Plankton (t, x)

$Parameter defninieren
global mu ml m2 rx ry rz rn gs ge a bs be tau cl c2 gn n0

$Nahrungsproduktion

n = x(5)*cl*n0/ ((cl*x(5)+gn)*(c2* (x(1)+x(2)+x(3))+gn));
$Eiflussterme p bestimmen

p = Einfluss(t);

y = zeros(5,1);

SWildtyp

y(1l)= (rx + rn*n — mu* (x(1)+x(2)+x(3)))*x(1l) — (ml + m2)*x(1l)+p(l) ;
$ATI—Cheater

y(2)= (ry + rnxn — mu*(x(1)+x(2)+x(3)))*x(2) + mlxx(1l) + p(2) + p(4);
$Enzym—Cheater

v(3)= (rz + rn*n — mu* (X (1)+x(2)+x(3)))*x(3) + m2*x(1l) + p(3) + p(5) ;
SAT

v(4)= a*x (x(1)+x(3)) + bs*x(x(1)+x(3))*(x(4) "2/ (x(4)"2+tau"2))—gs*x(4) ;
$Enzym
y(5)= bex (x(1)+x(2)) * (x(4) "2/ (x(4) "2+tau”2))—ge*x(5) ;

end

$Einflussterme
function [p] = Einfluss(t)
global 1 L

Setze das explizite t ein, dann ist u nur noch eine Funktion von a
und man kann darueber integrieren

o° oP

quadv integriert Jjeden Teil des Outputvektors von patch einzeln,
kann aber nur mit finiten Grenzen umgehen

o° o

lsg = quadv (@ (a) Patches(t,a),0,10000);
p = 1sg(1:5,1);
1 =117; t, (L-sum(lsg(6:8,1)))1;

%$Integral berechnen, als Ausgang pxx,pPXy,pPXz,PYY,PzZZ

end
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%$Entstehen und Sterben der Patches; t = Zeit, a = Alter;
function patch = Patches(t,a)

global fxx fxy fxz fyy fzz
global Tspan Yspan

global 1 xi

prozent = 0.01;

patch = zeros(8,1);

um beim integrieren die richtigen Werte zu bekommen

if a < t

%$Finde den Index des Zeitpunktes, zu dem t—a am besten passt (fuer Y):

[val,index] = min (abs (Tspan—(t—a)));

$Finde den Index des Zeitpunktes, zu dem t—a am besten passt (fuer 1):

[val, indext] = min(abs(l(:,1)—(t—a)));

patch(6) =

Yspan (1, index) *1 (indext, 2) xxi*exp (—integral (@Koloniesterberate, 0,a));

patch(7) =

Yspan (2, index) 1 (indext, 2) xxi*exp (—integral (dKoloniesterberate, 0,a));

patch(8) =

Yspan (3, index) x1 (indext, 2) xxi*xexp (—integral (dKoloniesterberate, 0,a));

patch(l) = prozents*ppval (fxx,a) » patch(6);
patch(2) = prozents*ppval (fxy,a) » patch(6);
patch(3) = prozents*ppval (fxz,a) » patch(6);
patch(4) = prozentxppval (fyy,a) = patch(7);
patch(5) = prozentxppval (fzz,a) = patch(8);

else: nicht noetig, da patch dann Null bleibt; ist das Alter
hoeher als die gerade betrachtete Zeit, gibt es noch keine
Kolonien in diesem Alter

o° o° oe

end

end

B.2 Abweichende Skripte fiir den Aufruf ohne Quorum

Sensing im Plankton

$Aufruf der Simulation ohne Quorum Sensing im Plankton

function [T,Y] = Aufruf ()
%$Zuerst die Spline—Interpolation fuer das Verhalten in den Kolonien
global fxx fxy fxz fyy fzz
trange = [0:1000];

[t,y] = ode45(@Kolonie,trange, [1 0 0 0 01);
fxx = spline(t,y(:,1));
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$Funktion fuer meine Differentialgleichungen,

fxy = spline(t,y(:,2));
fxz = spline(t,y(:,3));
] = ode4d5(@Kolonie,trange, [0 1 0 0 01);
= spline(t,y(:,2));
[t,y] = oded5(@Kolonie,trange, [0 O 1 0 01);
= spline(t,y(:,3));

%$Um hinterher in Faelle einsortieren zu koennen, unter den

$Parameterwerten einmal nur Wildtyp betrachten
global tnurx ynurx

[tnurx, ynurx] = ode4d5 (@KolonieohneMutation, [0:500],[8 0 01);

$Noch kurz 1 initialisieren

global 1 L
L = 100;
1 = 1[0 L];

%$Dann das Plankton laufen lassen
global Tspan Yspan startval

startval = [5 0 0];

Tspan = 0;

Yspan = startval';

options = odeset ('OutputFcn',@Storing);

[T,Y] = oded5(@Plankton,trange,startval,options);
end

function [y] = Plankton(t,x)

%$Parameter defininieren
global mu ml m2 rx ry rz gs ge a bs be tau

p = Einfluss(t);
$Einflussterme p bestimmen

y = zeros(3,1);

v(l)= (rx — mux(x(1)+x(2)+x(3)))*x(1l) — (ml + m2)*x(1l)+p(l) ;
SWildtyp

y(2)= (ry — mux (x(1)+x(2)+x(3)))*x(2) + ml*x (1) + p(2) + p(4);
$ATI—Cheater

v(3)= (rz — mux(x(1)+x(2)+x(3)))*x(3) + m2xx(1l) + p(3) + p(5)
$Enzym—Cheater

end
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C Parameterwerte

C.1 Parameter fiir den Einfluss der Kolonietodesrate

Name Wert
oY 1.5 x 1071t mol
Be 1.2 ZIeIllloelh
Bs 1.5x 10710 mdl
Ve 0.021 :
Yn 2.3 %
Vs 0.0055 £
L 0.0208 ——
[0 1, 10 und 100 %

K Kolonie 0.01 m
3 0.5
T Tx107® el
¢ 3.6 x10° o
Ca 1x1079 =
h 2
L 1x 103
m, 3.5 %1077 i
m, 3.5 x 1077 i
o 1x 10718 mol
n 10 milh
Ty 0.08 i
Ty 0.09 1
T, 0.12 i
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C.2 Parameter fiir den Einfluss der nahrungsabhan-
gigen Wachstumsrate

Name Wert
a 15> 1071 po
8, 1.2 ngilh
3, 1.5x 10710 md
. 0.021 .
o 2.3 i
. 0.0055 .
p 0.0208 Zelleh
i 10 .

K Kolonie 0.01 m
¢ 0.5
- 7x 1078 mTOl
e 3.6 x 10° o
o 1x1079
5 2
I 1 x 10°
m, 3.5 x 1077 %
m. 35x107 1
7o 5 i
- 0.01,01und 0.5
. 0.08 B
" 0.09 B
. 0.12 b
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C.3 Parameter fiir das Szenario ohne Quorum Sen-

sing

Name Wert, Quelle
o 1.5x 1071 mol
ﬁe 1.2 Zgllloelh [14]
B, 1.5 x 10710 mol
Ve 0.021 2
Y 2.3 %
Vs 0.0055 2
1 0.0208 T 7]
Jhic 1 ;

olonie 0.01 Zeleh
3 0.5
T 7% 1078 mol
¢ 24x 1071 Lo [1]
Cy 1x1071 o [13]
h 2
L 100
my 35 %1077 ¢
m. 35x1077
i 5 mal
Ty 0.01,0.1und 0.5  —L=
Ty 0.08 1 [7]
Ty 0.09 i 7]
T, 0.12 2 7]
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