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Abstract

In this work we consider the estimation of the curvature profile along the boundaries
of digital objects in black-and-white images. For this reason we present the curvature
estimator proposed in [RL11], which is based on the calculation of mazimal digital cir-
cular arcs (MDCA) and called MDCA curvature estimator. In addition we extend this
estimator to the A-MDCA curvature estimator which considers more MDCAs for each
boundary pixel and is therefore smoother than the MDCA curvature estimator.

Furthermore we provide a proof for ‘Ehe multigrid convergence of this curvature estimator
with a speed of convergence of O(h3) for convex subsets in R? with positive, continuous
curvature profile. Until now it was not possible to prove the multigrid convergence of
any curvature estimator.

Additionally we test the curvature estimator on different objects with known curvature
profile. We can see that some objects have a speed of convergence close to the theoretical
border of (’)(h%). Furthermore the A-MDCA curvature estimator provides better results
than the MDCA curvature estimator, especially in corners.

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Schéatzung von Kriimmungen entlang
von Réndern digitaler Objekte in Schwarz-Wei-Bildern. Hierfiir wird der in [RL11]
vorgeschlagene parameterfreie Kriimmungsschétzer vorgestellt, der auf der Berechnung
von Mazximalen Digitalen Kreisbogen basiert (MDCA-Kriimmungsschétzer). Dieser wur-
de auerdem zum A-MDCA-Kriimmungsschétzer erweitert, welcher fiir jeden Randpixel
mehrere MDCAs betrachtet und deshalb glatter ist als der MDCA Kriimmungsschétzer.

Zusétzlich wird die Mehrgitterkonvergenz des MDCA-Kriimmungsschétzers mit einer
Konvergenzgeschwindigkeit von O(h%) fiir konvexe Teilmengen des R? mit positivem,
stetigem Kriimmungsprofil bewiesen. Diese konnte fiir einen Kriimmungsschétzer bislang
noch nicht nachgewiesen werden.

Der Kriimmungsschitzer wurde auflerdem an verschiedenen Objekten mit bekanntem
Krimmungsprofil getestet. Man sieht hier, dass es Objekte gibt, die an die theoretische
Grenze der Konvergenzgeschwindigkeit von O(h%) herankommen. Auflerdem liefert der
A-MDCA-Kriimmungsschétzer vor allem bei Ecken bessere Ergebnisse als der MDCA-
Kriimmungsschatzer.
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1 Einleitung

Digitale Bilder sind heute allgegenwartig. Verschiedene Objekte — zum Beispiel Organe
im menschlichen Korper oder Maschinenelemente — werden zu wissenschaftlichen Zwe-
cken aufgenommen und anschlieffend analysiert. Fiir die Analyse von Objekten in einem
digitalen Bild miissen diese zuerst lokalisiert werden. Diesen Vorgang nennt man Segmen-
tierung. Anschlieflend benotigt man Eigenschaften (engl. features), wie den Flacheninhalt
des Objekts, die Lange der Kurve, die das Objekt umrahmt oder das Kriimmungsprofil
entlang dieser Kurve (vgl. [Her05]). Mithilfe dieser Eigenschaften lassen sich Informa-
tionen der Objekte ableiten. Diese Arbeit geht insbesondere auf die Bestimmung des
Kriimmungsprofils ein.

1.1 Bedeutung des Kriimmungsprofils

Die Kenntnis des Kriitmmungsprofils wird in vielen Anwendungen bendétigt. Beispielswei-
se taucht es bei der Berechnung der normalisierten Biegungsenergie (NBE) auf, die 1974
von Young et al. [YWBT74] definiert wurde. Dabei ist NBE die Energie eines Objektes, die
aufgewendet werden muss, um es vom Zustand mit minimaler Energie — also von einem
Kreis mit gleichem Umfang wie das Objekt — in den aktuellen Zustand zu iiberfithren
[VV93]. Mithilfe der NBE kann man unter anderem Aussagen iiber die Chemoresis-
tenz von Krebszellen [PPC12] und iiber die Wanddeformation der linken Herzkammer
zur Beurteilung der himodynamischen Auswirkung kritischer Koronarstenosen [DLS91]
treffen.

Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die automatische Erkennung von Objekten, wie die
Gesichtserkennung [Gor92] oder die Identifizierung von Kieselalgen als Indikator der
okologischen Giite von Gewéssern [JWRO05]. Im Allgemeinen werden fiir die Objekt- und
Formerkennung dominante Punkte betrachtet. Diese sind unter anderem Ecken oder
Punkte mit Unstetigkeiten in der Kriimmung [AB86]. Ecken koénnen in digitalen Bildern
als Punkte mit hoher diskreter Kriimmung definiert werden [Her05].

1.2 Problemstellung

Die Bestimmung der Kriimmung in digitalen Bildern ist eine nichttriviale Aufgabe. Durch
die Digitalisierung von realen Objekten geht Information verloren. Das Kriimmungsprofil



1 Einleitung

entlang der Kurve, die das reale Objekt umfasst, kann also nicht exakt bestimmt wer-
den. Ziel dieser Arbeit ist eine moglichst exakte Schétzung dieser Kriimmung. Hierfiir
verwenden wir den Kriimmungsschétzer, der vor kurzem in [RL11] vorgestellt wurde.
Dieser basiert auf der Berechnung von Mazimalen Digitalen Kreisbogen (engl. Maximal
Digital Circular Arc — MDCA).

1.3 Beispiel

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir die computertomographische Aufnahme des
menschlichen Gehirns® (siehe Abbildung 1.1 (a)). Dabei interessiert uns die echte Kriim-
mungsverteilung entlang des Randes der linken Hirnkammer. Diese konnen wir allerdings
nur schéitzen, da lediglich ein schlecht aufgelostes Bild vorliegt. Hierfiir wird die Hirn-
kammer zuerst lokalisiert (Abbildung 1.1 (b)).

(¢) CT eines menschlichen Gehirns (d) Segmentierung des linken Ventrikels

Abbildung 1.1: Einfithrendes Beispiel

Anschliefend wird der MDCA-Kriimmungsschétzer auf die lokalisierte Menge ange-
wandt. Man erhélt das Krimmungsprofil (Abbildung 1.2 (a)) und die jeweilige Kriim-
mung in den einzelnen Randpixeln grafisch dargestellt (Abbildung 1.2 (b)).

1.4 Uberblick

In den folgenden beiden Kapiteln behandeln wir zunéchst einige Grundlagen in der
Differentialgeometrie und in der Bildverarbeitung. Diese sind erforderlich, um die Pro-

!Bildnachweis: Présentationsfolien der Vorlesung Computer Aided Medical Procedures von Prof. Dr.
Nassir Navab an der Technischen Universitdt Miinchen
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(a) Kriimmungsprofil in Abhéngigkeit des Polar- (b) Grafische Darstellung der Kriimmung in den
winkels Randpixeln

Abbildung 1.2: Ergebnisse des Kriimmungsschétzers

blemstellung in Kapitel 4 exakt formulieren zu kénnen. In Kapitel 4 wird aulerdem
eine kurze Zusammenfassung verschiedener Anséitze zur Losung des Problems gegeben,
wobei wir in Kapitel 5 dann den MDCA-Kriimmungsschéitzer sowie den neuen A-MDCA-
Kriimmungsschétzer vorstellen. Anschlielend wird in Kapitel 6 die Mehrgitterkonvergenz
dieses Kriimmungsschétzers mit Konvergenzgeschwindigkeit O(hé) nachgewiesen. Zu-
letzt testen wir den Kriimmungsschétzer an verschiedenen Beispielobjekten, von denen
wir die exakte Kriimmung kennen.



2 Differentialgeometrische Grundlagen

Zunéchst bendtigen wir Konzepte der Differentialgeometrie, um Kurven und deren Kriim-
mung im kontinuierlichen Raum R? zu definieren (vgl. [Hof09]). Auilerdem werden Ei-
genschaften gefolgert, die man fiir die exakte Definition des Kriimmungsschétzers und
fiir den Beweis der Mehrgitterkonvergenz benétigt.

2.1 Kurven im R?

Definition 2.1.1. (Kurve, Tangentialvektor,Spur)
1. Die Abbildung ~ : [a,b] — R™ mit v € C?([a,b]) heift Kurve.
2. Der Vektor (t) := %’y(t) wird Tangentialvektor von v in t genannt.
3. Die Menge S(7y) := {y(t)|t € [a,b]} heifst Spur von ~.

Im Folgenden betrachten wir nur Kurven im R? also (n = 2).

Definition 2.1.2. (Regulire Kurve) Eine Kurve v : [a,b] — R? heifit requlir, falls
A(t) # 0 fir allet € 1.

Definition 2.1.3. (2-Norm) Sei x € R"™, dann heifit

die 2-Norm von x.

Definition 2.1.4. (Linge einer Kurve) Fiir eine regulire Kurve v : [a,b] — R? nennt
man

26) = [ s

die Linge von .

Definition 2.1.5. (Parameterwechsel) Sei ~y : [a,b] — R? eine Kurve, h : [a,b] — [a,b]
ein Diffeomorphismus. Dann ist 7 : [a,b] — R, 4 = v o h eine Kurve mit gleicher Spur
wie v. Dabei nennt man h einen Parameterwechsel und 4 eine Umparametrisierung von
.
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Lemma 2.1.6. Sei ¥ eine Umparametrisierung von vy, dann gilt: L(y) = L(¥)

Beweis. Sei h : [a,b] — [a,b] ein Diffeomorphismus, dann ist

b . b
L&) = Livoh) = [ Iy ho)l- Ihr)idr = [ 13(Ollde = Lix) 0

Definition 2.1.7. Eine Kurve v : [a,b] — R? nennt man nach Bogenlinge parametri-
siert, falls ||4(¢)|| = 1 fir alle t € [a, b)].

Lemma 2.1.8. Jede regulire Kurve kann man nach Bogenlinge umparametrisieren.

Beweis. Sei v : [a,b] — R? eine regulire Kurve, h : [a,b] — R, h = ['||%(7)||dr. Dann
ist h monoton und stetig differenzierbar, also ein Diffeomorphismus. Und fiir 4 := yoh ™!
gilt:
1 [( 0 h~Y)l]

=0 1

A — 'oh_lh;l — (Ao h H=
=1 ) =117 )(holrl) (o h=1)|

2.2 Kriimmung von Kurven

Definition 2.2.1. (Tangentenvektor, Normale) Sei v : [a,b] — R? eine regulire Kurve,

dann ist T(tp) = % der Einheitstangentenvektor und N(tg) = ( (1] _01 )T(to)

die Einheitsnormale von v am Punkt v(to).

Im Folgenden schreiben wir als Argument von nach Bogenldnge parametrisierten Kurven

die Bogenlinge s und 7/(s) := L~(s).

Definition 2.2.2. (Krimmung) Sei v : [a,b] — R? eine nach Bogenlinge parametri-
sierte Kurve. Dann heifit k(sg) :=< N(so),v"(s0) >= %||7"(s0)|| Krimmung von ~ in
S0-

Bemerkung 2.2.3. Wegen

d
< N(50),7"(s0) > + < N'(s0),7'(s0) >= P N(s0),7 (s0) >=0
gilt auch
k(sp) = — < N'(s0),7(s0) >

Satz 2.2.4. Sei vy : [a,b] — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) k(so) ist Krimmung von ~y in So.
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(i) Der Kreis K(sg) mit dem Radius R(so) = 1/k(so) und dem Mittelpunkt ~(so) +
R(s0)N(so) nahert v lokal um sg bestmaglich an. (D.h. fir s € [a,b] mit s — sg
konvergieren die Kreise durch ~(s) und ~y(sg) mit Mittelpunkt auf der Geraden
{7(s0) +aN(so)|a € R} gegen K(so)). Man nennt K(so) Schmiegkreis von 7 in sq.

(iii) ggi gi))(so) definiert durch N(sg) = —(cos(é(so)),sin(é(so))). Dann ist k(sg) =
ds \50

Bewess.

1. (i) (ii)(vgl. [Hof09]) Sei s € [a,b], und K'(s) sei der Kreis durch ~(s) und ~(so)
mit Mittelpunkt auf der Geraden {v(sg) + aN(sp)|ow € R}. Dann gilt fiir Radius
r(s) von K'(s) und dem Winkel ¢(s) zwischen N (so) und v(so) —~(s) mithilfe des
Satzes von Thales:

cosip =< N(sg), 20 =) _ [7(s0) =2(5)]

v(s0) = y(s)l| ~ 2r

Und mit der Taylorentwicklung von ~y(s) um sg ergibt sich:

I?

< N(s0), 7/,(280) (s —50)> + O(s — 50)°) >= ||7(80);7(8)
(

I

& < N(s0), 7" (s0) + Ofs — s)) >= 1) =)

r(s — s0)?
und mit s — sq folgt
: 2
s 1
< N(50)77//(30)) >— ||7( 0)” ——
r r
Die Riickrichtung folgt analog.
2. (i)« (iii) Es gilt wegen Bemerkung 2.2.3
K(s0) 1 = — < N'(s0),7'(s0) >= — < N'(s0), T(s0) >

N < _c(s)ls?%z());) > %(so)»T(So) = %(80) < T(s0), T(s0) >= %(SO) -

Bemerkung 2.2.5. Aus Satz 2.2.4 (ii) folgt auch, dass die Krimmung einer Kurve -y
in einem Punkt v(so) unabhdingig von der Parametrisierung ist und nur von der Spur
von vy abhdngt.

Lemma 2.2.6. Seiy eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit der Spur S(y) =
{(z,y)" € R*|g(x,y) = 0}. Dann ist

i (sg) = a9y~ 29xy9z9y + Gyy9e
(92 + g2)>/?

)"

die Krimmung k(sg) von v im Punkt vy(so) = (x,y

10



2 Differentialgeometrische Grundlagen

Beweis. Wegen Bemerkung 2.2.3 gilt:
K(s0) = — < N'(s0),7(s0) >= — < N'(s0), T(s0) >

und mit n:= N(so), t := T(s0), ny := %T’ Ny = %T und Vn := (ng,ny)" und wegen
%(xvy)T ='(s0) =t folgt

d d
K(s0) =< nxd—i - nyd—z,t >=tT.Vn-t
Wegen < Vg,t >= g, qe T gy = dg = 0 steht Vg(z,y) senkrecht auf ¢ und somit gilt
v
\VigH =n, also
Vn =V < N ) _ V(Vg) - [IVyl —2Vg VIVl
IVyll Vyll

Es folgt

Un.t— YV9) -t VIVg|- <Vg,t> V(Vg)-t

Vgl IVgl? vl

AuBlerdem gilt t = %, also

tT'V(Vg)-t 1 Jzx  YGxy Gy
R\S = == = Gy, — Gz
o) =g = Wl 9 ) gy g ) (e

_ GzxGy — 2gxygxgy + Gyy 9z
(92 + g2)%/2

O]

Definition 2.2.7. (Rand einer Menge) Sei X Teilmenge eines metrischen Raumes
(X,d), dann heifst © € X Randpunkt von X, falls fir jede Umgebung U von x gilt:
UNX #DundUNX #U. 0X :={x € X : x ist Randpunkt von X} heifit Rand von X.

Definition 2.2.8. (Konveze Kurve) Sei X C R? eine nichtleere, beschrinkte und kon-
vexe Menge und ~y eine Kurve mit der Spur S(vy) C 0X, dann heiffit v konvere Kurve.

Satz 2.2.9. Sei~ : [s1, 2] — R? eine regulire, konvere Kurve nach Bogenlinge parame-

trisiert und h : [¢1, 2] — [s1, S2] ein Diffeomorphismus, sodass n(h(¢)) = —(cosp1, singy).
Dann gilt:
®2 1
L(v) = d
0=, @™
Beweis. Es ist
s2 h=1(so ,
L = [ s /h s = [ 4 oo
B ¢2 @2 1 J .
= ). oy = L, @

11



3 Grundlagen zur Bildverarbeitung

Um spater Kriimmungsschétzer fiir Bilder angeben zu kénnen, benétigen wir zunéchst
noch einige Grundlagen aus der mathematischen Bildverarbeitung. Dazu wird in diesem
Kapitel der mathematische Begriff eines Bildes eingefiithrt und dessen Digitalisierung
dargestellt. Auflerdem lernen wir grundlegende Konzepte der Bildverarbeitung wie die
Segmentierung kennen.

3.1 Schwarz-WeiB-Bilder

Wir nehmen an, dass unser Modell einem echten Bild zugrunde liegt. Dieses lésst sich
wie folgt definieren:

QCRYL T:Q—=R, TeLY(Q) (3.1)

Der Funktionswert I(p) bestimmt den Graustufenwert im Bildpunkt p (zum Beispiel:
O=schwarz, 1=weif). Im Folgenden sei der Definitionsbereich 2 = [0,1]? (andere recht-
eckige Bereiche erhélt man durch elementare Transformationen).

Um die Digitalisierung des Bildes mathematisch zu beschreiben, gibt es verschiedene
Modelle. Wir beschranken uns auf folgendes:

Definition 3.1.1. Fiir ein n € N teilen wir Q = [0,1]? in n? quadratische Bereiche.
Jeder dieser Bereiche besitzt die Lange %

Qn(i,5) = [0 = 1)/n,i/n] x [ =1)/n,j/n], 1<i,j<n

Diese Bereiche nennt man Pizel, n nennt man Aufliésung des digitalisierten Bildes und
Q,, ist die Menge aller Pixel im Bild. Das digitale Bild ist jetzt durch die Abbildung

I Q= R, L,(Q,(,7)) := n2/ I(p)dp

definiert. I, kann also als eine n x n-Matrix angesehen werden.

Bemerkung 3.1.2. In der Realitit werden bei der Speicherung des Bildes zusdtzlich
die Grauwerte diskretisiert. Das heifst I, kann nur endlich viele verschiedene Werte
annehmen (normalerweise [0,...,2% — 1], bzw. um im Bereich [0,1] zu bleiben: [0,2F —
1]/(2F — 1)). Man nennt diesen Vorgang Quantisierung. Hierauf wird in dieser Arbeit
nicht naher eingegangen.

12



3 Grundlagen zur Bildverarbeitung

Bemerkung 3.1.3. Wir konnen den Pizel Q,(i,j) auch durch den Mittelpunkt des
Pizels M(2,(i, 7)) = piJ = (M, 171/2) identifizieren.

n n

Definition 3.1.4. (Nachbarschaft eines Pizels)
Na(pi?) = (™ o )
heiffit 4 - Nachbarschaft und
Na(py?) = w7 it p T g Bl pl T T T
heifit 8 - Nachbarschaft des Pivels p%J. Im Folgenden bezeichnen wir zwei Pizel p und q
als benachbart, falls p € Ny(q).

Definition 3.1.5. (Digitaler Pfad) Ein k-verbundener digitaler Pfad P von Pizel p
nach Pizel q ist eine Folge von Pixeln p = py,...,pn = q, sodass p; € Ni(pi—1) fir alle
1 <i <n, hierbei ist k € {4,8}. Die Spur von P ist S(P) := {p;|0 <i < n}.

Definition 3.1.6. (Zusammenhdngende Pizelmenge) Sei P C Q,, eine Teilmenge der
Pizel in einem digitalen Bild. Zwei Pizel p,q € P heiflen zusammenhdngend in P, falls
es einen 4-verbundenen digitalen Pfad von p nach q g¢ibt, der komplett in P liegt. Fiir
jedes p € P ist die Menge aller mit P zusammenhdngenden Punkte eine Zusammen-
hangskomponente von P. P heifit zusammenhdngende Pizelmenge, falls P nur eine Zu-
sammenhangskomponente besitzt.

Definition 3.1.7. (Pizelkante) Die Schnittmenge zweier benachbarter Pizvel p = Q) und
q = Q2 heifit Pizelkante.

3.2 Segmentierung

Unter Segmentierung versteht man das inhaltliche Zusammenfassen zusammenhéngen-
der Pixel in einem digitalen Bild. Dadurch will man zum Beispiel einen bestimmten
Gegenstand oder ein Objekt von seinem Hintergrund abgrenzen. Fiir die Segmentierung
eines bestimmten Objektes gibt es verschiedene Verfahren. Eine Méglichkeit ist das Fin-
den von Kanten, welche durch abrupte Anderung der Grauwerte charakterisiert wird
[GWO08]. Diese Kanten grenzen die verschiedenen Regionen voneinander ab. Ein weiteres
Verfahren ist das Region-Growing. Dieses erlaubt die Segmentierung eines bestimmten
Objektes, durch Wahl eines Pixels auf diesem Objekt. Als Beispiel wird im Folgenden
ndher auf das Region-Growing-Standardverfahren [Zuc76] eingegangen.

Definition 3.2.1. Fin Pizel p € Q,, heifit homogen zu einer Teilmenge P C §y, beziiglich
dem Grenzwert T, falls

[n(p) — n(P)| < T.
> pep In)

Hierbei ist p(P) := T wobei |P| die Anzahl der Pizel in P ist. Fine Menge
P C Q, heifst homogen beziiglich dem Grenzwert T, falls

|;| S u(p) - u(P)| < T.
peEP

13



3 Grundlagen zur Bildverarbeitung

Algorithmus 3.2.2. (Region-Growing)

INPUT: Startpizel pg, Grenzwert T
OUTPUT: Homogene Pizelmenge P um den Startpizel pg

1. Initialisiere P := {po}, Q := Na(po), V :={po}
2. Solange Q # ()
2.1. Wihle q € Q beliebig

2.2. Fulls ¢ homogen zu P beziiglich T:
Setze Q == (Q\q)U (Nu(¢)NV), P:=PU{q}, V:=VU{q}

2.8 Sonst:
Setze Q@ :=Q \ q, V:=V U{q}

Das Region-Growing-Verfahren findet zu einem gegebenem Startpixel die homogene
Menge P, (X). Im besten Fall ist P, (X) die Menge, die das Objekt X beschreibt, welche
wie in Definition 3.2.3 charakterisiert werden kann. Um dies zu erreichen, wurde das
Verfahren von mehreren Autoren verbessert [AB94],[HK98]. Auflerdem ist es wichtig,
dass man das Bild vor der Segmentierung von Rauschen befreit (preprocessing). Darauf
wird in dieser Arbeit nicht ndher eingegangen.

Die Segmentierung eines Objektes X ist dann optimal bzw. exakt, wenn sie die folgende
Menge liefert:

Definition 3.2.3. (Gauf-Diskretisierung) Sei X € § eine nichtleere, zusammenhdn-
gende Menge, dann heifst

D (X) = {Qn(i, j)Ip} € X}

die Gaufs-Diskretisierung von X zur Auflosung n. Dy, (X) ist eine zusammenhdngende
Pixelmenge.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Menge P,(X), die sich aus der Segmentierung
ergibt, identisch ist mit der Gauf-Diskretisierung von X. Wir gehen also von einem
storungsfreien Bild aus, dessen Segmentierung eine moglichst exakte Anndherung an
das echte Objekt liefert.

14



4 Schatzung des Kriimmungsprofils

4.1 Problemstellung

Wir gehen von einem digitalen Bild aus, in dem bereits ein Objekt segmentiert wurde.
Das reale, exakte Objekt sei durch die Menge X C R? gegeben. Das Ziel in diesem
Kapitel ist die Schitzung des Krimmungsprofils entlang von 0.X, also die Kriimmung
der Kurve 7 : [a,b] — R? mit S(y) = dX. Wir definieren im Folgenden die Kriimmung
am Punkt x = ~(t) bzgl. der Menge X mit «(X,z) := k(t). Falls klar ist, um welche
Menge X es sich handelt, schreiben wir auch nur x(x). Unsere Problemstellung lautet
dann wie folgt.

e Gegeben: Eine nichtleere, zusammenhingende Menge von Pixeln P, (X) C Q,, :=
{Q.(7,7)|1 <i,5 < n}, die sich aus der Segmentierung des Objekts X mit Auflo-
sung n ergibt.

e Gesucht: Moglichst gute Schiatzung des Krimmungsprofils (X, z), x € 0X, ent-
lang des exakten Objekts unter der

e Annahme: P,(X) entsteht durch Gauss-Diskretisierung aus dem Objekt X € Q,
also P,(X) = D,(X) (vgl. Definition 3.2.3). Das heifit, die Segmentierung ist
beziiglich der Auflésung n exakt.

4.2 Verschiedene Ansitze zur Schatzung der Kriimmung

Um einen Kriimmungsschétzer einer zusammenhéngenden Pixelmenge P C 2, zu be-
stimmen, muss man sich zunéchst {iberlegen, wie man den Rand von P definiert. Hierbei
gibt es folgende zwei Moglichkeiten:

Definition 4.2.1. (Rand einer zusammenhdingenden Pixelmenge)
(a) Der Rand von P ist die Menge der Pizel p € P, fir die gilt:
dg € Q, \ P:q € Ny(p)

Hierbei ist der Rand von P die Spur eines 8-verbundenen digitalen Pfades (siehe
Abbildung 4.1 (a)).

(b) Der Rand von P ist die Menge der Pizelkanten, die sowohl an einen Pizel p € P
als auch an einen Pizel ¢ ¢ P angrenzen (siehe Abbildung 4.1 (b)).

15



4 Schitzung des Kriimmungsprofils

(a) Randdefinition iiber Pixel (b) Randdefinition tber Kanten

Abbildung 4.1: Definition des Randes

Ein erster naiver Ansatz ist die Verwendung der Definition der Kriimmung aus der
diskreten Differentialgeometrie [Hof08]. Hierzu kann man den 8-verbundenen digitalen
Pfad aus Definition 4.2.1 (a) als diskrete Kurve 74 im R? auffassen.

Definition 4.2.2. (Diskrete Kurve) Sei I € Z die Schnittmenge von Z mit einem In-
tervall in R, dann heif§t vq4: I — R™ diskrete Kurve.

Der Schmiegkreis an einen Punkt ~4(k) wird als derjenige eindeutige Kreis definiert, der
durch die drei Punkte v4(k—1), v4(k) und ~4(k+1) verlauft (Abbildung 4.2). Die Kriim-
mung ist dann die Inverse des Radius dieses Schmiegkreises. Bei einem 8-verbundenen
digitalen Pfad gibt es allerdings, bis auf euklidische Transformationen, nur vier verschie-
dene Anordnungen drei aufeinanderfolgender Punkte (Abbildung 4.3). Folglich gibt es
bis auf das Vorzeichen auch nur vier verschiedene Werte fiir die Kriitmmung. Als Schétzer
der echten Krimmung der zugrundeliegenden kontinuierlichen Kurve ist diese Definition,
sowie alle Definitionen, die nur drei Punkte verwenden, nicht geeignet. Wir miissen al-
so einen weniger lokalen Kriimmungsschétzer finden, bei dem der Diskretisierungsfehler
nicht so stark ins Gewicht fallt.

Worring und Smeulders veroffentlichten 1993 eine Zusammenfassung der bis dahin ge-
fundenen Methoden [WS93]. Sie unterscheiden darin zwischen drei verschiedenen Arten
von Verfahren, die auf den dquivalenten Definitionen der Kriimmung basieren (siche Satz
2.2.4):
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4 Schitzung des Kriimmungsprofils

Yd(kfz)
Y,/(k_l)
Yolk+2) v (k+1) ¥i(k)

Abbildung 4.2: Schmiegkreis einer diskreten Kurve

e 7 N

Abbildung 4.3: Moglichkeiten der Anordnung drei aufeinanderfolgender Punkte eines 8-
verbundenen diskreten Pfades

1. Definition der Kriimmung iiber die zweite Ableitung

2. Definition der Kriimmung {iber den Schmiegkreis

3. Richtungsbasierte Definition der Kriimmung
Die beste darin vorgestellte Methode beruht auf der richtungsbasierten Definition:
Definition 4.2.3. (Krimmungsschitzer nach Worring [WS93])
Sei ,

1 —i2 e
G (i) = (—U 2ﬂexp(20>) firi=—[3c],...,[30]
0 sonst

der abgeschnittene Gauffilter und G’ (i) dessen Ableitung beziiglich i. Auferdem sei

. Yok +1) —yq(k) firi=1,...,n—1
(k) := < ~a(1) —a(n) fiir i =n
0 sonst

und (f*g)(i) ==Y ez f(k)g(i — k) die diskrete Faltung. Dann definieren wir den Krim-
mungsschdtzer:

(0% Gy)(0)

1.107 (41)

KDIR ‘=
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4 Schitzung des Kriimmungsprofils

Der Korrekturfaktor 1.107 ist der durchschnittliche Abstand zweier aufeinanderfolgender
Pixel in einem zufilligen 8-verbundenen Pfad [DS86]. Die Ergebnisse dieses Kriimmungs-
schétzers sind zwar durch die Glattung mit dem Gaussfilter deutlich besser als jene, die
nur auf den Nachbarpunkten beruhen, jedoch sind auch diese nicht zufriedenstellend
(vgl. [WS93] Kapitel 3).

Trotzdem war diese Verdffentlichung die Grundlage fir viele weitere Forschungsarbei-
ten iiber Kriitmmungsschitzung. Beispielsweise lieferte die Verwendung von euklidischen
Pfaden eine Verbesserung des Kriitmmungsschétzers kpir von (4.1) [Via96],[BV99]. Ein
weiterer Ansatz war eine Verbesserung der Tangentenrichtung é(k) So wurde diese
in [MSK95] als gewichteter Median verschiedener Richtungen ~y4(k + i) — v4(k) mit
i = {—n,...,n} fir ein geeignetes n € Z definiert. Dieser wurde dann mithilfe von

(4.1) zur Schétzung von Kriitmmungen verwendet.

Eine weitere Methode zur Bestimmung von Tangenten ist das Finden von Digitalen Ge-
radenstiicken (Digital Straight Segments — DSS [DR95]) eines Randes, der wie in Defini-
tion 4.2.1 (b) definiert ist. Die Tangente wird dann als maximales digitales Geradenstiick
(MDSS) definiert [VLFO05].

Definition 4.2.4. (Digitales Geradenstick) FEin digitaler Pfad G heifit 4-verbundenes
digitales Geradenstick, falls es ein a € Z und b € Z gibt, welche zueinander prim sind
sowie ein p € Z, sodass fir alle (x,y) € G gilt:

p < ar —by < p+|a + [b]

Die rationale Zahl a/b wird dann Steigung von G genannt.

In [CMTO01] wurde ein Kriimmungsschitzer angegeben, der auf der diskreten Lénge
solcher MDSS basiert. Die MDSS wurden auch dafiir verwendet, einen digitalen Pfad
naherungsweise in stiickweise Geraden zu segmentieren. Die Endpunkte dieser stiickwei-
sen Geraden konnen als Kontrollpunkte von Splines verwendet werden, die den digitalen
Pfad anndhern. Diese Splines dienen dann zur Schétzung der Kriimmung [HKO07].

Der Kriimmungsschétzer in [BGC95] und spéter in [FVS09] basiert auf folgender Bezie-
hung zwischen der Kriitmmung einer Kurve 7 in einem Punkt z = ~(¢) und der Flache
A des Kreises um x mit Radius R, die oberhalb von + liegt (siche Abbildung 4.4):

Diese Beziehung kann diskretisiert werden und liefert einen schnellen Kriimmungsschét-
zZer.

Ein weiterer sehr gut funktionierender Ansatz wird 2009 von Kerautret et al. einge-
fithrt [KL09]. Dabei werden zu einer gegebenen zusammenhéngenden Pixelmenge P alle
moglichen realen Objekte X betrachtet, deren Gauf-Diskretisierung die Pixelmenge P
ergibt. Unter diesen Objekten wéihlt man dann das wahrscheinlichste aus. Hierbei wird
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4 Schitzung des Kriimmungsprofils

Abbildung 4.4: Beziehung zwischen x(t) und a

angenommen, dass das glatteste Objekt auch das wahrscheinlichste ist. Somit minimiert
man das Intgral iiber die quadrierte Kriimmung entlang des Randes von X:
n}}n/ (X, z)*dz unter der Nebenbedingung D,,(X) = P.
o0X
In dieser Arbeit werden wir ndher auf einen sehr aktuellen Krimmungsschétzer einge-
hen, der die Idee der Digitalen Geradensticke erweitert, und darauf beruht, Digitale

Kreisbogen einer Digitalen Kurve (siehe Definition 5.1.1) zu finden. Er wurde 2011 von
Roussillon et al. veroffentlicht [RL11].
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5 Krimmungsschatzer basierend auf
Digitalen Kreisbogen

5.1 Maximale Digitale Kreisbogen (MDCA)

Definition 5.1.1. (Digitale Kurve) Sei (vi)ref1,..n+1} €ine endliche Folge von Pize-
lecken mit ||vg — vg41|| = 1 und vgye # v, dann heifit die Folge von Kanten C =
(ek)reqn,..., Ny mit ex = [vg, vk11] digitale Kurve mit der diskreten Linge N. Falls zusdtz-
lich vi = vyy1 und ansonsten vy # vy fir k # 1, dann heifit C einfach geschlossen.
S(C) :=={UvJv e C} C Q heifit Spur von C.

Definition 5.1.2. Der diskrete Abstand zwischen zwei Kanten e; und e; einer digitalen
Kurve C = (ex)g=1,..n wird folgendermafSen definiert:

d(ei,ej)c = |7 — i
Falls C einfach geschlossen ist, so definieren wir
d(ei, ej)c == min(|j — |, N — [j — 1)

Bemerkung 5.1.3. Einfach geschlossene Kurven hangen zusammen, das heifit d(ey,en) =
1. Wir kénnen also im Folgenden fiir alle k € Z definieren ey := €xmod N -

Bemerkung 5.1.4. Der topologische Rand von D, (X) ist die Spur einer einfach ge-
schlossenen digitalen Kurve 0D, (X). Jede Kante ey, € 0Dy (X) liegt zwischen zwei Pi-
zeln, dem inneren Pizel pi, € Dy (X) und dem duferen Pizel p ¢ D, (X). Hierbei sind
p¢ und p. gemdff Bemerkung 3.1.3 definiert.

Definition 5.1.5. (Zirkulir separabel) Zwei Punktmengen P = {p1,...pn} C R? und
Q= {q,...,qu} C R? heifen zirkuldr separabel, falls es ein R > 0 und m € R? gibt,
sodass fiir alle p € P und q € Q gilt: ||m —p[| < R und [[m —q|| = R (oder [|m —p[| > R
und |m — g < R).

Bemerkung 5.1.6. Es ist in obiger Definition ausdriicklich erlaubt, dass sowohl Punkte

aus P als auch Punkte aus Q auf dem Kreis liegen kénnen (vgl. Abbildung 5.1). Es handelt
sich also micht um eine ,,Separation® im klassischen Sinne.

Definition 5.1.7. (Digitaler Kreisbogen) Jede Teilkurve D) (X) = {ex € O0D,(X)|k =
ki,...,ka} fiir welche die dufleren Pizel pg ... s Py, und die inneren Pizel p};l, . ,péQ
zirkuldr separabel sind, heifit digitaler Kreisbogen (Digital Circular Arc - DCA). Ein
digitaler Kreisbogen A heifit mazimal (MDCA), falls jede Teilkurve OD),(X) mit A C
OD],(X) nicht zirkuldr separabel ist.
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5 Kriimmungsschétzer basierend auf Digitalen KreisbGgen

© Innerer Punkt
. % e AuBerer Punkt

| Separierender
Kreis
DCA - Diskreter
Kreisbogen

Abbildung 5.1: DCA (Digitaler Kreisbogen)

Lemma 5.1.8.
(i) Die Menge der MDCAs einer gegebenen digitalen Kurve C ist eindeutig.
(7i) Verschiedene MDCAs haben auch verschiedene Anfangskanten

Beweis.
(i) offensichtlich

(ii) Angenommen es existieren zwei verschiedene MDCAs A; und Ay mit gleicher An-
fangskante, dann enthélt einer der beiden den anderen (0.B.d.A. A; C Aj3). Das
bedeutet aber, dass A; nicht maximal ist und wir haben den Widerspruch. O

Bemerkung 5.1.9. Aus Lemma 5.1.8 folgt, dass wir die MDCAs einer digitalen Kurve
nach der Reihenfolge ihrer Anfangskanten ordnen kénnen. Wir definieren die Folge der
M geordneten MDCAs mit (A;)q=1,..am}-

5.2 Berechnung von MDCAs einer digitalen Kurve

Fiir die Berechnung eines MDCA bendétigen wir ein Verfahren, welches entscheidet, ob
die beiden Punktmengen (p},)k=#k, ... k, und (p%)k=k, ... k, zirkuldr separabel sind und falls
ja, dessen kleinsten separierenden Kreis berechnet.

Dafiir seien zwei Punktmengen P = {pi,...,pn} C R?> und Q = {q1,...,qu} C R?
gegeben. Die Parameter R > 0 und m € R? eines Kreises (R, m) der alle p € P aber
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5 Kriimmungsschétzer basierend auf Digitalen KreisbGgen

kein ¢ € Q) enthélt, sind gegeben durch

VpeP: |p-m|*<R?

VgeQ: |g—m|*> R (5.2)
Das heifit P und @ sind zirkulér separabel mit dem Kreis (R, m). Mit

u:=m

v = [lm|?* - R?

erhalten wir aus (5.1)-(5.2) ein lineares Gebiet bzgl. (u,v) € R3:

VpeP: —2up+v+|pl|><0
VgeQ: —2ug+v+|q|*>0.
also mit a; = (—2p;, 1), b; = —||p||? fiir i = 1,..., N und a; = (2¢;_n, —1), b; = ||q||? fiir
i=N+1,... N+ M
aq bl
A < Z ) —b<0, mitA:= : € RNFMX3 p — : e RVTM (5.3)
aAN+M bN+M

Um jetzt den Kreis D*(R,m) mit dem kleinsten Radius R = /||u||? — v zu bestimmen,
der P von (Q trennt, 16st man das quadratische Optimierungsproblem

min |u||? —v unter der Nebenbedingung (5.3) (5.4)
(u,v)ER3
und setzt R = ||u*||?> — v* und m = v*. Fiir die Bestimmung eines zuldssigen Punktes

von (5.4) bzw. dessen Nichtexistenz muss man ein lineares Optimierungsproblem, das
sogenannte Phase-1-Problem, l6sen (vgl.[Ulb10]):

min ¢ unter der Nebenbedingung A(u,v)” — (¢,...,t)T <b (5.5)
teR,(u,v)ER3

Falls die Losung von (5.5) t* > 0 ist, so besitzt (5.4) keine zuldssigen Punkte und es gibt
keinen Kreis, der P aber nicht Q) enthalt. Fir ¢t* < 0 ist P und @ separabel.

Algorithmus 5.2.1. (Berechnung eines MDCA)

INPUT: FEine einfach geschlossene, digitale Kurve C = (ey)g=1,.N
Pixelbreite h
Startkante ko

OUTPUT: Anfangsindex i und Endindex j des MDCA A

Radius R und Mittelpunkt m des kleinsten separierenden Kreises von A

0. Initialisiere C' = (€k)k=—N+1,..28 wobei &, := €(k mod N)
p§C und p? sind die inneren und duferen Pizel von C
Pt = {p,}, P?:=A{p},}, K =D(0,py,), k:=ko
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5 Kriimmungsschétzer basierend auf Digitalen KreisbGgen

1. Solange k<2N

1.1.
1.2.
1.5.

1.4.

1.5.

Setze k : =k +1
Setze P := P? UpfC und P° := P°UpY

Falls der Kreis K den Punkt
pfC nicht aber pf, enthdlt, oder
Py, micht aber pfC enthdlt: GOTO 1.

Berechne einen zuldssigen Punkt von (5.4) mithilfe von (5.5) fir die Punkt-
mengen P* und P°
Falls dieser nicht existiert: GOTO 2.

Berechne den kleinsten separierenden Kreis K, der P' und P° trennt (siche

(5.4))

2. Setze P':= P\ pi, P°:=P°\p3, ji=k—1, k= ko
3. Solange k > —N + 1

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

3.5.

Setze k : =k —1
Setze P := P? Up}; und P° := P°UpY

Falls der Kreis K den Punkt
pfc nicht aber pj, enthdlt, oder
Py, micht aber pfC enthdlt: GOTO 3.

Berechne einen zuldssigen Punkt von (5.4) mithilfe von (5.5) fir die Punkt-
mengen P* und P°
Fulls dieser nicht existiert: GOTO 4.

Berechne den kleinsten separierenden Kreis K, der P' und P° trennt (siche

(5:4))

4. Setzei:=k+1

Algorithmus 5.2.2. (Berechnung der Menge (A;)i=1..m von MDCAs)

INPUT:

FEine einfach geschlossene, digitale Kurve C = (ey)g=1,. N
Die Pizelbreite h

OUTPUT: Anfangsindex iy und Endindex j; des MDCA Ay, 1=1,...,. M

Radius Ry und Mittelpunkt my des kleinsten separierenden Kreises
von A;, l=1,.... M

0. Initialisiere k:=1,1:=1, C = (Ek)k=—N+1,...2N wobei € = €1 mod N)

1. Solange k < N

1.1.

Finde den lingsten DCA (€m)m=k,..; ausgehend von der Kante éj, sodass
(ém)m=k,...j+1 kein DCA ist. (siche Algorithmus 5.2.1, 1.-2.)
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1.2. Finde den lingsten DCA A; = (ém)m=i,..j, sodass (ém)m=i—1,.j kein DCA
ist. (siehe Algorithmus 5.2.1, 3.-4.)

1.8. Setze Ry gleich dem Radius des kleinsten separierenden Kreises von Ay in der
FEinheit h, m; gleich dessen Mittelpunkt.

1.4. Setze i; auf den Anfangsindex und j; auf den Endindex von A,
1.5. Setzek :=j+1undl:=1+1.

5.3 MDCA-Kriimmungsschatzer

Definition 5.3.1. Wir betrachten einen DCA A und dessen minimalen Radius RP(A)
(Radius des kleinsten separierenden Kreises mit Finheit h) und definieren die Abbildung

E"(A) :=1/R"A).
Fiir einen DCA A = (e)k=1,...n definieren wir die Abbildung

TTL(A) = e’—n/ﬂ .

Definition 5.3.2. (MDCA-Krimmungsschdtzer vgl.[RL11]) Sei (A;)i=1,..m die Folge
von MDCAs der digitalen Kurve C und (Ej)j=1,. v eine Partition von C, sodass Ej
die Menge der Pizelkanten e € C ist, fur die gilt d(e,m(A4;)) < d(e,m(Ax)) fir alle
ke {l,...,N}. Der MDCA-Krimmungsschatzer wird als stiickweise konstante Funktion
in Abhdangigkeit einer digitalen Kurve C und der Kante e € C' definiert:

’%IJZMDCA(Ca e):=k"(A)) fiir alle e € Ej
Algorithmus 5.3.3. (MDCA-Krimmungsschdatzer)

INPUT: FEine einfach geschlossene, digitale Kurve C = (ey)g=1,. N
Die Pizelbreite h
OUTPUT: #ipaa(C,e) fir jedes e € C

1. Berechne die Menge der MDCAs (Ap)j=1,.. .m von C (siehe Algorithmus 5.2.2).

2. Setze Ry gleich dem Radius des kleinsten separierenden Kreises von A; in der
Einheit h.

8. Setze M := é((jz—iz)/ﬂ
4. Furk:LaN

4.1. Finde den Index i der Kante aus M;, | = 1,..., M, welche den kleinsten
Abstand zu ey, hat.

4.2. Setze &% poa(Crer) = 1/R;.
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5 Kriimmungsschétzer basierend auf Digitalen KreisbGgen

Im Folgenden wird eine weitere Moglichkeit zur Schiatzung der Kriimmung mithilfe der
MDCAs angegeben. Hierbei wird fiir eine gegebene Kante e nicht nur der nidchste MDCA,
sondern alle MDCAs, die e enthalten, verwendet. Die Gewichtung erfolgt wie in [LVV07],
worin das Verfahren schon zur Schétzung von Tangenten verwendet wurde.

Definition 5.3.4. Sei C' = (ey)p—q1,. N} eine digitale Kurve und (Ay)cqi,..my die
Menge der MDCAs von C'. e;, und ej, seien Anfangs- und Endkante des MDCA A; und

e € A;. Dann heifit Ey(k) := ‘% die Exzentrizitit von ey bzgl. Aj.

l

Bemerkung 5.3.5. Es gilt Ey(k) € [0,1] und je niher Ej(k) an 1/2 liegt, desto zentraler
liegt die Kante e im MDCA A;.

Wir wollen jetzt zu einer gegebenen Kante e MDCAs, in denen e zentraler liegt,
starker gewichten als andere. Dazu betrachten wir eine Funktion A : [0,1] — R, die bei
0 und 1 den Wert 0 und bei 1/2 ihr Maximum annimmt (z.B. A(p) := 4p(1 — p) oder

A(p) := —plog(p) — (1 — p)log(1 — p)).
Definition 5.3.6. (A\-MDCA-Krimmungsschditzer) Sei C' = (ex)r—f1,.., N} eine digitale

Kurve und (Ap)ieqa,..ny die Menge der MDCAs von C und P(eg) := {l : e, € Aj}. kM (A)
ist wie in Definition 5.3.2 definiert. Dann ist

h _ Yiep(ey) MEI(R))E" (A
K)\—MDCA(C7 ek) T Zle’]}‘(ek) )\(El(k))

der A\-MDCA-Kriimmungsschdtzer der digitalen Kurve C.

Ein grofles Interesse besteht weiterhin an der robusten Erweiterung des Algorithmus, um
ihn auch an gestorten Bildern anwenden zu kénnen. Eine erste Idee ist die Einfithrung
eines Parameters 7, der die Gleichungen (5.1)-(5.2) folgendermafen abéndert:

vpeP: |p—ml*<(R+n)

Ye€Q: lg—m|* > (R—n)*
Hierbei ist also die Anzahl der Punktmengen die als zirkular separabel betrachtet wird,
grofler als fir n = 0. Je grofler die Storung der Bilder ist, desto grofler miisste man 7

wahlen. Das Problem ist allerdings, dass die Definitionen in Kapitel 5.1 von inneren und
dufleren Punkten bei gestorten digitalen Kurven nicht mehr eindeutig sind.
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6 Fehlerabschatzung des
MDCA-Kriimmungsschatzers

Fiir die Fehlerabschétzung bendtigen wir zuerst den Begriff der Mehrgitterkonvergenz.
Diese trifft eine Aussage dariiber wie sich der Fehler eines diskreten, geometrischen Schét-
zers verhélt, wenn die Pixelbreite h gegen 0 geht. Ein diskreter, geometrischer Schétzer
kann sowohl eine globale Grofle — wie die Lénge einer Kurve oder die Fliache einer Men-
ge — als auch eine lokale Gréfle — wie die Tangentenrichtung oder die Kriimmung einer
Kurve — schéitzen. Es ist bisher noch nicht gelungen, die Mehrgitterkonvergenz fiir einen
Kriimmungsschétzer nachzuweisen [CLR12]. In [RL11] konnte sie nur unter gewissen
Voraussetzungen gezeigt werden. Ziel dieses Kapitels ist der Beweis der gleichméfigen
Mehrgitterkonvergenz fiir den MDCA-Kriimmungsschétzer ohne diese Voraussetzungen.

6.1 Mehrgitterkonvergenz

Im Folgenden wird die Mehrgitterkonvergenz fiir lokale, diskrete, geometrische Schétzer
angegeben.

Sei X eine Familie von kompakten, einfach zusammenhingenden Teilmengen des R? und
sei 0Dy, (X) eine digitale Kurve (vgl. Bemerkung 5.1.4 und Definition 3.2.3 mit n = 1/h).
Ein lokaler, diskreter, geometrischer Schétzer E= (Eh) n>0 einer lokalen, geometrischen
Eigenschaft E(X,x) der Menge X im Punkt x € X ist eine Familie von Abbildungen,
die einer digitalen Kurve und einer Kante auf dieser Kurve einen reellen Wert zuordnen.

Definition 6.1.1. Der lokale, diskrete geometrische Schiétzer E heiffit mehrgitterkonver-
gent fiir eine Familie X, falls fiir alle X € X, h > 0 und x € 0X gilt:

Ve € ODp(X), Yy € e mit || — y|l1 < h I7(h) mit ]llin%]Tz(h) =0:
—
|E"(0Dy(X),e) — B(X, )| < 7u(h).

E ist sogar gleichmdfig mehrgitterkonvergent, falls eine Funktion 7(h) > 7,(h) existiert,
die unabhdangig von x ist; T(h) heifit dann Konvergenzgeschwindigkeit.

Im Folgenden betrachten wir den Kriimmungsschétzer E = Avpca und fir X € X
fordern wir zusétzlich, dass die Abbildung 0X — R, xz — (X, x) stetig ist.
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6 Fehlerabschitzung des MDCA-Kriimmungsschétzers

6.2 Beweis der Mehrgitterkonvergenz des
MDCA-Kriimmungschatzers

Fiir den Beweis der Mehrgitterkonvergenz benétigen wir zunéchst den Begriff der Tra-
gerfunktion. Eine konvexe Kurve kann durch diese Funktion eindeutig charakterisiert
werden.

Definition 6.2.1. (Trdgerfunktion)
Sei v : [a,b] — R? eine konveze Kurve und n(¢) := ( cos(¢) >, t(p) = ( —sin(9) )
Dann wird durch

£(9) ¢ o1, 02] = R f1(¢) := max {(y(t) — M,n(¢)) : t € [a,0]}

die sogenannte Trdgerfunktion von v zum Zentrum M definiert. Hierbei ist ¢1 bzw. ¢o
der Winkel zwischen y(a) — M bzw. ~(b) — M mit der z-Achse.

Im Folgenden bezeichnen wir f,é\/[ l(gi)) = % fé\/[ (9).

Lemma 6.2.2. Sei z € S(vy) mit der Normalen n(¢), dann gilt:

L) )

K(T)
Beweis. [Fla68] Es sei z(¢) € S(v) so gewdhlt, dass Va € S(7)
(2(¢) — M,n(¢)) = (x — M,n(¢))

Dann hat z die Normale n(¢) und mit z'(¢) := Z—i gilt wegen ' ()L n(¢):

() = (@(8) — M, t(9)) + (& (), n(9))
— (#(¢) — M, ()

und
£ (6) =~ (3(6) ~ Mon(o) + (F(0),10)) = £l (0)+ < o .10 >
_ Mgy 4 98 _ M ds _ _m 1
- f'y (¢) + d¢ < t(¢)7t(¢) > ffy <¢) d¢ ¥ (¢> + H(f((]ﬁ)) D

Definition 6.2.3. Fiir M € R?, R,d € R, 61,02 € [0,27] wird der (M, R,d, 01, 02)-Ring
definiert als R := {M + (rcosf,rsinf)|R —d <r < R+d, 61 < 6 < 6} C R%. So
ein Ring ist eine einfache Uberdeckung einer konvexen Kurve v, falls die Schnittmenge
{M + r(cos,sinf)|r > 0} N S(y) fir alle 0 € [61,02] genau aus einem Punkt x(0) € R
besteht.
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6 Fehlerabschitzung des MDCA-Kriimmungsschétzers

Der Beweis zu folgendem Lemma verfolgt eine dhnliche Strategie wie der Beweis zu
Lemma 1 in [RL11]. Er wurde jedoch erweitert und kommt dadurch ohne die stérenden
Voraussetzungen aus.

Lemma 6.2.4. Sei v : [a,b] — R? eine konvere Kurve mit positiver Kriimmung und R
ein (M, R,d,01,602)-Ring der Linge L = (02 — 61)R, der ~y einfach iberdeckt. Zusdtzlich
set R > Ryin > 0 fiir alle d > 0.
Dann gilt fiir alle x € RN S(7):

R—1/k()| € O (LdQ) fiir d = 0

Beweis. Sei R so ein Ring. Wir definieren x(0) = {M + r(cos,sin0)|r > 0} N S(y). Fir
i = 1,2 besitze z(0;) die Normale n(¢;) und S(v) N R wird durch die Tragerfunktion
f= f,JyVI : [¢1, 2] — R eindeutig reprasentiert (siehe Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1: Veranschaulichung des Beweises von Lemma 6.2.4

1. Beschréankung von (¢2 — ¢1):
Sei L. die Lénge von « zwischen x(6;) und x(62), dann gilt wegen der Konvexitét
von

(R—d) (0 — 01) < Ly < (R+d)(62 — 61) + 4d
& L(R-d)/R<L,<L(R+d)/R+4d

Nach Satz 2.2.9 gilt L, = | $1 2 %dqf) und mit Kyn DZW. Kpmee als minimale bzw.
maximale Kriimmung von S(v) N R folgt:

EminL(R—d)/R < ¢2 — ¢1 < Kmax(L(R 4 d)/R + 4d) (6.1)
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6 Fehlerabschitzung des MDCA-Kriimmungsschétzers

2. Beschrankung von f(¢):
Fiir jedes z(0) € S(v)NR mit Normale n(¢) gilt f(¢) = cos(|¢ —0|)||z — M]||. Also:

(R —d)cos(|¢p —0]) < f(¢) < (R+d) (6.2)

Man erhélt den maximal moglichen Winkel |¢p—6)| 42, falls die Kurve y die maximal
mogliche Krimmung k4, konstant beibehélt und gerade noch in R bleibt (Siehe
Abbildung 6.2).

\
R % Y
R+d
.................................................................. A R-d
1/,
|9_q)|max
y
A Y Y Y
~
Abbildung 6.2: Hilfszeichnung 1
Es gilt
u Yy

— Olmaz) = —d- max d =
cos(|¢ — O|maz) = (R U)K un Rid—1jmmn  R—d

und mit
(R— d)Q - 3/2 = 1//€72naar ~(y—(R+d— 1/Hmax))2
folgt

cos(|¢p — Olmaz) = 1 — 2RdKmaq /(R + d)
Eingesetzt in (6.2):
(R = d)(1 = 2Rdkimar /(R + d)) < f(¢) < (R+d) (6.3)
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6 Fehlerabschitzung des MDCA-Kriimmungsschétzers

3. Wir zeigen:

L e o) (6.4)
falls k™ (0)=0fir k=1,...,1 —3und s""2(0)£0, 1>3

Das heifit [ — 2 ist die erste Ordnung, fiir welche die Ableitungen der Kriimmung
nicht verschwinden. Hierbei ist v nach Bogenlénge parametrisiert, sodass y(0) € R
fiir alle d > 0. O.B.d.A. sei (/=2 (0) > 0. Zunéchst formulieren wir die Kriimmung
in Polarkoordinaten:

~v(s) = (r(s) cosB(s),r(s)sinf(s))
7' (s) = (' cos @ — rf sin @, 7' sin 6 + 0’ cos )

" — rg? 20" —r@" '\ .
'YH(S) = ( 200 + ro" > cosf + ( g2 ) sin ¢

= k(s) =< 7"(s5),N() >=r(s5)0'(s)* — 1" (s) (6.6)
Wir nehmen jetzt an, dass (R, M) die Kurve v in einem Punkt 2z = ~(0) optimal

anndhert (das heifit 7(0) = R, /(0) = 0 und x(0) = 1/R). Dies ist der Worst-Case-
Fall fiir die Abschétzung (6.5). Wir kénnen jetzt eine Beziehung zwischen d und L

aufstellen:

Abbildung 6.3: Hilfszeichnung 2

T’(Ll) =R-— d(Ll) und T‘(—LQ) =R+ d(—Lg)

Hierbei ist L = Ly 4+ Ly und 7(0) = R, 7/(0) = 0. Die Ordnungen von d(L;) und
d(Ls) sind bzgl. L identisch, wir betrachten also nur

r(L)=R—d(L) & d(L)=R—rL)
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6 Fehlerabschitzung des MDCA-Kriimmungsschétzers

Um (6.6) zu verwenden, bendtigen wir zunéchst die Ableitungen von 6(s) an der
Stelle s = 0. Wegen 7/(0) = 0 gilt #(0) = ¢(0) und wegen x=2(0) > 0 gilt
#(s) — 6(s) > 0 in einer Umgebung von s = 0.

1

0(5) = 105 = (5200 ) () = g costols) —06) = 0O = (©61)
0(s) = — - sin(6(s) — 0(s))(&(5) — 8(s)) = 0"(0) =0 (6.8)

R
Hierbei ist n(¢) die Normale von x(6).

Abbildung 6.4: Hilfszeichnung 3

Man kann mit vollstandiger Induktion iiber n fiir n > 2 mit Induktionsanfang (6.8)
zeigen:

R-0™(s) = cos(¢(s) —0(s)) > [T c(@™(s) —6W)(s))
mgerde g LT

+sin(g(s) —0(s)) D I 6™ (s) —0(s)
e

und mit der Voraussetzung (6.5) und ¢(®)(s) = (=1 (s) folgt:

9™ (0) =0 fir3<n<l-—1 (6.9)
(6.10)

Wir kénnen jetzt die Ableitungen von d(L) im Punkt L = 0 berechnen:

d(0)=R—-R=0
d(0) = —'(0) = 0
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Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt wegen (6.7). Fiir hohere Ableitung zeigt man
wieder mit vollstandiger Induktion tiber n fiir n > 2 mit Induktionsanfang d’(s) =

Kk(s) — 0" (s)r(s):
d™ (s) = k("2 (s) — > ;0D (509 (s)r(s) fiir ¢;j € R
1<4,j<n—1
i+j=n
Hieraus folgt mit (6.5) und (6.9):
d™(0) =0 firg3<n<i—1 (6.11)
dD(0) = £2(0) > 0 (6.12)

Das heifit, die Taylorentwicklung von d(L) im Punkt L = 0 lautet

lLl/{,(l_2)(0) + Q(Ll'H) _ Q(Ll),

diL) =5

woraus die Behauptung folgt.

. Beschrankung von |f”|.
Mit vollsténdiger Induktion itber n und Induktionsanfang f©) = (1/k)" — f' =
k' /K% — f' (vgl. Lemma 6.2.2) zeigt man fiir n > 3:

) = 3 o~ (m+1) I1 Cipmi ™) | — f=2), Ciym €R
1<m<n—2 17%ik§"—2
Dk k=2
Es folgt mit Voraussetzung (6.5):
) = —pk=2) firalle 3<k <l—1 (6.13)
= f® =4  fir alle geraden k <1 —1 (6.14)

Die Taylorentwicklungen am Punkt ¢ := (¢1 + ¢2)/2 ergeben:

f(o1) + fd2) = 2f(d) + (p2 — ¢1)* 7(3) + i ¢2_¢1) .

1 ;2 o il
dies wird mit (6.14) zu
F(60) + F(62) = 20(8) + Wf”(@
£ S Gt g 3 B i,
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woraus folgt:

_ A(f (o) —2f(¢) + f(¢2))
(¢2—¢1)2iWi...

1"(@) +0((¢2 — 1)) (6.15)
(6.1) und (6.3) eingesetzt in (6.15) ergibt:

R+d+ (R— d) Remas
Kimin(R — d)*(R + d)

Iﬂwﬂ<uﬂﬁ< ) d +0@F%eo(é>+0@F%

L? + O(LY)

1
l

woraus mit L € O(d7) und R > Ry, > 0 folgt:

|ﬂ@ﬂeo<é>+ogﬂ2gzo<;J<1+o<g>> (6.16)
:o(é)u+ou»:o(;) (6.17)

5. Zuletzt verwenden wir Lemma 6.2.2. Sei ¥ € S(y) N R mit der Normalen n(¢),
dann gilt

(@) = 56) + 1@ < R d +0 (1)
N 1m@y4360<$)

Wegen (6.5) gilt L — 0 und fiir alle x € S(y) N R folgt x — Z, woraus die
Behauptung folgt. O

Wir zeigen jetzt mithilfe von Lemma 6.2.4, dass die Lange L des Rings R nicht zu schnell
gegen 0 konvergiert, falls die Dicke d — 0. Damit kénnen wir dann die Konvergenz des
Verfahrens nachweisen.

Lemma 6.2.5. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 6.2.4, dann gilt:

L € Q(d3)

Beweis.

1. Wir zeigen zunéchst, dass es fiir alle d > 0 ein x(6p) € R N S(y) mit Normalen
n(¢o) gibt, sodass sin(|6y — ¢o|) € O(d/L) ist. In Abbildung 6.4 erkennt man

dr
(16 — _ dar
e
woraus folgt

L(R — d)

¢ ol
—————ﬁmﬂ¢—ﬂmm)§smﬂ¢—ﬂmmﬂ@f§/ZSmﬂ¢—0Wk¢:1/2dr§2¢
R 01 o1
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also

i 2dR d
sin(|¢ — Olmin) < m €O (L) . (6.18)

2. Sei v nach Bogenlinge parametrisiert, sodass x(6y) = v(0). O.B.d.A sei r/(0) < 0.
Dann ist sin(|0 —@|min) = —7'(0) (vgl. Abbildung 6.4). Aus dem Beweis von Lemma
6.2.4 wissen wir

02(s)r(s) — " (s)
d(L) =R —r(L).

Es gilt also
d(0) = R — R+ O(d) = O(d)
/ / . d
d(0) = —1'(0) = sin(|0 — Plmin) € O <L>

und
d"(0) = k(0) — 8”(0)r(0) = x(0) — %( —0(d)) € k(0) — % + O(d).
Dies wird mit Lemma 6.2.4 zu
d4'(0) € O (22) LOW) =0 (L‘Z) |
Die Taylorentwicklung ergibt also
a1) e 0@ +10 (7) + 120 (15) + 0(L)
woraus die Behauptung folgt. O

Satz 6.2.6. Mit denselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Lemma 6.2.5 gilt

fir alle x € RN S(y)

1
’R 1 e ow@h

K()

Beweis. Wenn man das Ergebnis von Lemma 6.2.5 in das von Lemma 6.2.4 einsetzt,

ergibt sich
d d 1

Satz 6.2.7. Sei X die nichtleere Familie von konvexen, kompakten Teilmengen des R2.
Fiir alle X € X sei die Kriimmung entlang von 0X stetig, streng positiv und nach oben
beschrankt. Dann ist der Kriimmungsschdtzer kyrpca (siehe Definition 5.5.2) gleichmi-

Big mehrgitterkonvergent mit 7(h) € O(h%) fuir X.

L
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iﬁ h

Innerer Punkt

O  AuBerer Punkt

| DCA — Diskreter
Kreisbogen

Echte Kurve y

Abbildung 6.5: Veranschaulichung des Beweises von Satz 6.2.7

Beweis. [RL11] Sei X € X, h > 0, x € 0X, e € 0Dp(X) und y € e mit ||z —y[[1 < h
gegeben. Sei (A;)ic(1,....n) die Menge der MDCAs von 9Dy (X). Dann ist y ndher an einer
Kante m(A;) als an jeder anderen. (R, m) sei der kleinste Kreis, der die inneren und
duBeren Pixel (p’ und p°) von A; separiert. #; und 6 sind die Polarwinkel der ersten und
letzten Kante von A; beziiglich dem Mittelpunkt m und R sei der (m, R, v/2h, 01, 65)-
Ring. Da KC(R,m) p' von p° separiert und wir die Dicke d = v/2h gewihlt haben, liegen
alle diese Pixel in R. AuBerdem liegt auch X zwischen p’ und p° und folglich in R. In
[GL95] sieht man, dass fiir ein klein genuges h > 0 die Topologien von 9Dy, (X) und 0X
und somit auch von R N dDy(X) und R N 9X iibereinstimmen. Daraus folgt, dass R
jede Kurve mit Spur 0.X einfach iiberdeckt. Aulerdem liegen x und y in R. Es sind alle
Voraussetzungen von Satz 6.2.6 erfiillt und wir kénnen folgern, dass fir jedes x € R gilt

(X, 2) — &"(0Dy(X), e)| = |k(X,2) — 1/R| = |R = 1/k(x)]| - |s(x)/R]
€ O(d3) = O(h3). O

Satz 6.2.8. Sei X die nichtleere Familie von kompakten Teilmengen des R%. Fir alle
X € X sei die Krimmung entlang von 0X mnach oben beschrinkt. Dann gilt fir alle
xo € 0X mit k(X,z9) # 0 und z — Kk(X,x) stetig in zp:

Ye € Du(X), Yy € e mit |zo —ylr <h: |R"(ODp(X),e) — k(X, z0)| € O(h3).

Beweis. Es sei X € X und ein g € 0X gegeben das obige Voraussetzungen erfiillt.
Fiir ein A > 0 sei aulerdem ein e € Dp(X) und y € e mit ||zg — y||1 < h gegeben.
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Wie im Beweis von Satz 6.2.7 definieren wir dann den (m, R, v/2h, 01,62)-Ring R" in
Abhéngigkeit von h. Da k(X,z9) # 0 und die Abbildung = — k(X,x) stetig in xg
ist, gibt es eine Umgebung U von xg, sodass U N 90X die Spur einer konvexen Kurve
mit streng positiver oder streng negativer Kriitmmung ist. O.B.d.A. sei die Kriimmung
positiv. Wegen Punkt 3 des Beweises von Lemma 6.2.4 wissen wir auflerdem, dass die
Léange des maximalen digitalen Kreisbogens fiir h — 0 gegen 0 geht. Folglich gibt es ein
ho > 0 sodass fiir alle h < hg die Schnittmenge R" N9X die Spur einer konvexen Kurve
mit positiver Kriimmung ist. Daraus folgern wir analog zum Beweis von Satz 6.2.7 die
Behauptung. O
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7 Experimentelle Ergebnisse

Im folgenden Kapitel testen wir den Kriimungsschétzer an verschiedenen Objekten, von
denen wir das exakte Kriimmungsprofil kennen.

7.1 Beispielobjekte

T T T T T T T T T
8 ] sk
6 E 6
4 g ar
2 ] oL
0 E of

-2 ] ol

-4 ] e

-6 ] 6l

-8 ] gl

. . . , , , . . ,
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 1

- L L L L L L L L L
0 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

10
(a) Ellipse (b) Gummibérchen
10 T T T T T T T T T 10
8 4 8t
6r 4 6
af ] af
2r 4 2+
or 4 or
ol |1t
af I
ol | —
ol | —
W % 5 o s 4 6 v 1 Y0 s % 4 2 0 2 4 & 8 10
(¢) Sanduhr (d) Quadrat

Abbildung 7.1: Beispielobjekte

Das erste Objekt in Abbildung 7.1 (a) ist eine Ellipse mit den Halbachsen a = 9 und
b = 3. Diese wird durch folgende Gleichung beschrieben:
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Definition 7.1.1. (Ellipse) Die Menge

2 2
.f T 2 |L Yy
E = {(w,y) eR a2—|—b2—1}

heif$t Ellipse.

Das zweite Objekt (Abbildung 7.1 (b)) nennen wir Gummibérchen und wird durch die
Menge

G:= {(xvy)T € RQ 34 24

4 4
x+y—x2—y2:1}

beschrieben, wobei das dritte Objekt in Abbildung 7.1 (c) Sanduhr genannt wird und

beschrieben wird durch
2\ 2 v\ 2 2 2\ 2
3.96 — = —15.84-( = =16 ;.
< " (3) " (3) (3)

Das exakte Kriimmungsprofil entlang der Kurve vy mit der Spur S(vx) = X fir die
einzelnen Objekte X € {E, G, S} lasst sich mithilfe von Lemma 2.2.6 bestimmen. Zum
Beispiel gilt fiir die Ellipse g(z,y) = 5—; + g—; — 1 und fiir die Krimmung im Punkt
(z,y)T = vg(s) gilt folglich

S = {(x,y)T € R?

o — GrxGy — 29xygxgy + GyyYx _ 4y + 4y
(g2 + 95)*2 a20? ((2/a?)? + (2y/17)?)

3 -
2

Ebenso lasst sich die Kriitmmung mithilfe von Lemma 2.2.6 auch fiir die beiden anderen
Objekte berechnen. Das Quadrat betrachten wir separat in Abschnitt 7.4.

7.2 Experimenteller Fehler

Im Folgenden werden wir die Objekte mithilfe der Gauf-Diskretisierung von Definiti-
on 3.2.3 diskretisieren. Hierfiir verwenden wir die Pixelbreiten h = 27", wobei n €
{0,...,6}. Anschlieend berechnen wir den MDCA-Kriimmungsschitzer und den A-
MDCA-Krimmungsschéitzer dieser digitalen Objekte und vergleichen den Wert mit der
exakten Kriimmung. Um den Fehler in der Pixelkante e mit der exakten Kriimmung zu
vergleichen, betrachten wir den Punkt p’ = (2/,3y’) € 90X, der minimalen Abstand zum
Mittelpunkt von e besitzt. Der absolute Fehler in der Pixelkante e mit Pixelbreite h ist
dann

6st(e) = |’€(X7p,) - "%}I\Z/IDCA(aDh(X)ae”
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7 Experimentelle Ergebnisse

und den durchschnittlichen Fehler definieren wir als

1
h h
Cav = T v Z 6abs(e)'
IDh(X)] e prix)
Hierbei ist |Dp(X)| die Anzahl der Kanten der einfach geschlossenen digitalen Kurve
mit der Spur Dy, (X). AuBerdem definieren wir uns noch den maximalen Fehler

h
€ = max € e).
max €Dy (X) abs( )

In den Abbildungen 7.2 und 7.3 wird der durchschnittliche und der maximale Fehler
gegen die Pixelbreite h geplottet. Die Plots sind doppelt logarithmisch skaliert. Somit
kann man an der Steigung der Regressionsgeraden an die Fehlerwerte, die experimentelle
Konvergenzgeschwindigkeit ablesen, denn es gilt

log(e) = m -log(h) + C < log(e) =log(h™)+C < e=C-h™.

Man erkennt an den Abbildungen, dass der A-MDCA-Kriimmungsschéitzer gegeniiber
dem MDCA-Kriimmungsschétzer fiir den durchschnittlichen Fehler nahezu keine Vorteile
besitzt. Fiir den maximalen Fehler hingegen besitzt der A-MDCA Kriimmungsschéitzer
eine schnellere Konvergenzgeschwindigkeit.

*  Ellipse (MDCA) j
01l *  Gummibaerchen (MDCA)
H *  Sanduhr (MDCA)
*  Ellipse@\-MDCA)
Gummibaerchen (\A-MDCA)
5 Sanduhr \-MDCA) g
5 0.01E 'wj -
2 .
2 *
E
S 0.001f .
2 E
[S] ’ »
g
a
®
0.0001 | *
I I I | I S | | I
0.001 0.01 0.1 1

Pixelbreite h

Abbildung 7.2: Durchschnittlicher Fehler

Die Tabelle 7.1 zeigt eine Zusammenfassung der experimentellen Konvergenzgeschwin-
digkeit der drei Objekte. Man sieht hierbei, dass die Konvergenz fiir den maximalen
Fehler der Sanduhr mit O(h%3%) am langsamsten ist und diese schon sehr nahe an die
theoretische Grenze von (’)(h%) herankommt. Der durchschnittliche Fehler der Ellipse
dagegen konvergiert sogar schneller als O(h).
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1
é 0.1p ]
b= - :
: Ellipse (MDCA) -
* *  Gummibaerchen (MDCA) |]
*  Sanduhr (MDCA) I
*  Ellipse(:-MDCA) H
Gummibaerchen (\-MDCA\
Sanduhr A-MDCA)
0.01Et Lo i o T —————
0.001 0.01 0.1 1
Pixelbreite h
Abbildung 7.3: Maximaler Fehler
Ellipse =~ Gummibédrchen Sanduhr
Durchschnittlicher Fehler (MDCA) | O(h!%8) O(hV-64) O(R%>7)
Maximaler Fehler (MDCA) O(hV44) O(h%42) O(h°-39)
Durchschnittlicher Fehler (-MDCA) | O(h!0) O(h0-68) O(h0-56)
Maximaler Fehler (A-MDCA) O(h0-59) O(h0-55) O(R037)

Tabelle 7.1: Experimentelle Konvergenzgeschwindigkeit

7.3 Laufzeit

Ein weiterer Aspekt fiir die Praxistauglichkeit des Algorithmus ist die Laufzeit. Das qua-
dratische Optimierungsproblem in Punkt 1.5 des Algorithmus 5.2.1 ist separabel [MT93]
und kann somit genau wie das lineare Optimierungsproblem in Punkt 1.4 in linearer Zeit
gelost werden [Meg84]. Sei ¢, die Anzahl der maximalen digitalen Kreisbogen in denen
die Kante e € C' liegt, dann werden die beiden Optimierungsprobleme fiir jeden Kan-
tenpunkt e genau c.-mal aufgerufen. Sei N = [{e € C'}| die Anzahl der Kanten in C,
dann ist folglich die gesamte Laufzeit zur Berechnung der Menge der MDCAs (Algo-
rithmus 5.2.2) in O(N?). Es ist also auch die Laufzeit des MDCA-Kriimmungsschéitzers
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(Algorithmus 5.3.3) und des A-MDCA-Kriimmungsschitzers in O(N?).

In Abbildung 7.4 wurde die Laufzeit gegen die Kantenanzahl N geplottet. Man erkennt
hier, dass der Algorithmus in der Praxis sogar linear in der Zeit ist. Dies héngt damit
zusammen, dass der Punkt 1.3 bzw 3.3 in Algorithmus 5.2.1 fast immer eintritt und das
Optimierungsproblem deshalb nur konstant oft abgerufen wird.
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Abbildung 7.4: Laufzeit

7.4 Grenzen der Methode

Fin Objekt, fiir das der MDCA-Kriimmungsschétzer sehr schlecht funktioniert, ist das
Quadrat von Abbildung 7.1 (d), beschrieben durch die Menge

Q= {(z.y)" € R*||z| + |y| < 9}.

Jeder Randpunkt dieser Menge () wurde im Satz 6.2.8 ausgeschlossen: Die Kriimmung
in den vier Ecken des Quadrates ist nicht definiert, bzw. unbeschrinkt und in den restli-
chen Randpunkten ist diese gleich 0. Somit kann man mithilfe von Satz 6.2.8 fiir keinen
der Randpunkte x die Konvergenz gegen die wahre Kriimmung £(Q, x) nachweisen. Tat-
sichlich sieht man bei einer Pixelbreite von beispielsweise h = 272, dass die Kriimmung
der Punkte in der Ndhe der Ecken sehr schlecht angenéhert wird. Dies wird in Abbildung
7.5 veranschaulicht.

Das liegt daran, dass hier ein MDCA iiber eine gesamte Seite des Quadrats verlduft
und der néchste seinen Mittelpunkt bereits gleich neben der Ecke hat. Das heift fiir alle
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7 Experimentelle Ergebnisse

Punkte auf der Seite, die ndher an einer Ecke als an der Mitte der Seite liegen, wird der
MDCA an der Ecke verwendet. Dieser hat jedoch eine deutlich gréflere Kriimmung als
0.

Der \-MDCA-Krimmungsschétzer von Definition 5.3.6 umgeht dieses Problem indem
er die digitalen Kreisbogen umso starker gewichtet, je zentraler der Randpunkt in ihm
liegt. Da der MDCA an der Quadratseite deutlich langer ist als der an der Ecke, wird er
auch starker gewichtet und man erhélt ein deutlich besseres Ergebnis. Dieses Ergebnis
ist in Abbildung 7.6 dargestellt.

Quadrat h= 272
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Abbildung 7.5: MDCA-Kriimmungsschétzer am Quadrat
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Abbildung 7.6: A-MDCA-Kriimmungsschétzer am Quadrat
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8 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die Schétzung des Kriimmungsprofils entlang des Randes eines
digitalen Objektes in einem Schwarz-Weif3-Bild. Hierfiir wurde der parameterfreie Kriim-
mungsschétzer aus [RL11] vorgestellt und dessen Mehrgitterkonvergenz bewiesen.

Hierfiir war es zunéchst notig, Grundlagen der Differentialgeometrie (Kapitel 2) und der
Bildverarbeitung (Kapitel 3) zu erarbeiten. AnschlieBend wurde in Kapitel 4 die Pro-
blemstellung definiert und bisherige Ansétze zur Schitzung der Kriimmung vorgestellt.
In Kapitel 5 wurde dann der MDCA-Kriimmungsschéitzer prasentiert, welcher darauf
beruht, Kreise zu finden, die bestimmte Pixel innerhalb des Objektes von jenen au-
Berhalb trennt. Die maximalen Teilstiicke dieser Pixel, die durch Kreise trennbar sind,
nennt man Mazimale Digitale Kreisbogen (MDCA). Die Kriimmung wird dann tiber
den Kehrbruch des Radius dieser Kreise berechnet. Zusatzlich wurde dieser zu einem
neuartigen Kriimmungsschétzer erweitert. Diesen nennen wir in dieser Arbeit A-MDCA-
Kriimmungsschétzer.

In Kapitel 6 wurde die Mehrgitterkonvergenz des MDCA-Kriimmungschétzers mit der
Konvergenzgeschwindigkeit von O(h%) fiir konvexe Mengen mit positivem, stetigem
Kriimmungsprofil bewiesen. Diese konnte bisher noch fiir keinen Kriimmungsschétzer
ohne zuséitzliche Voraussetzungen gezeigt werden. Wir sehen auflerdem, dass die ge-
schitzte Kriimmung fiir beliebige Objekte in jedem Punkt konvergiert, in dem die echte
Kriimmung stetig, beschriankt und ungleich 0 ist.

Anschlielend wurde in Kapitel 7 sowohl der MDCA-Kriimmungsschétzer, als auch der
A-MDCA-Kriimmungsschétzer an vier verschiedenen Beispielobjekten mit bekanntem
Kriimmungsprofil getestet. Wir betrachten hier den maximalen und den relativen Feh-
ler des Schatzers. Man erkennt, dass es durchaus Objekte gibt, fiir welche die Kon-
vergenzgeschwindigkeit des maximalen Fehlers sehr nahe an die theoretische Grenze
von (’)(h%) herankommt. Auflerdem liefert der A-MDCA-Kriimmungsschéitzer vor allem
beim maximalen Fehler bessere Ergebnisse als der MDCA-Kriimmungsschétzer. Zuletzt
betrachten wir ein Quadrat als Beispiel eines Objektes, das mit den Ecken und den
Geradenstiicken sehr schlechte Voraussetzungen mitbringt. Insbesondere hier sehen wir
die besseren Eigenschaften des A-MDCA-Kriimmungsschitzers gegeniiber dem MDCA-
Krimmungsschétzer.
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