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Summary

This Master’s thesis is about proving the theorems of Faber and Privalov. Both theo-
rems concern the growth of the degrees of degree-increasing polynomial Schauder bases
for the space of continuous function on a compact interval.

Therefore we will first provide a short introduction to the theory of bases in normed
and Banach spaces and prove the theorems we will need later. For instance, we prove
a stability theorem for Schauder bases in Banach spaces, which is fundamental for the
existence of polynomial Schauder bases. Moreover, we are actually able to use the ideas
of this proof for the construction of concrete polynomial Schauder bases.

Afterwards we will start proving the theorems of Faber and Privalov. The canonical
space for our investigations is the space of continuous 27-periodic functions on a com-
pact interval. Because Faber proved his theorem already in 1914, his proof is very
elementary and does not use any modern functional analytical results or notations.
Hence, his original proof is difficult to read and one motivation of this thesis is to re-
write his proof using the results and the modern notation of functional analysis. Based
on a deep lemma dealing with the norm of special continuous operators on the space
of continuous 27-periodic functions we are able to prove the theorem of Privalov. His
result is of great interest, because it is in fact the strongest possible result for the
growth of the degrees of degree-increasing polynomial Schauder bases.
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1 Einleitung

Ein sehr wichtiger Funktionenraum der angewandten, aber auch der theoretischen Ma-
thematik ist der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem kompaktem Intervall
[a,b] mit a,b € R und a < b, in Zeichen Cla,b]. Versieht man diesen Vektorraum mit
einer geeigneten Norm, der sogenannten Supremumsnorm || - ||, so ist dieser normierte
Vektorraum (Cfa, b, || - ||,) sogar ein Banachraum. Fiir eine prézisere Definition die-
ser Sachverhalte siehe Definition/Proposition 2.4. Dieser Banachraum ist beispielsweise
der geeignete Kandidat, um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von wohl-
gestellten gewOhnlichen Differentialgleichungen zu zeigen. Auch im Bereich der Funk-
tionalanalysis ist der Raum Cla,b] von grofem Interesse, da dieser fiir jeden reellen
separablen Banachraum eine isometrisch isomorphe Kopie in Form eines Untervektor-
raumes enthélt (vergleiche Satz von Banach-Mazur). Man spricht in einem solchen Fall
von einem universellen Banachraum, was der Bedeutung des Raumes Cf[a,b] weiteren
Ausdruck verleiht.

Wir wollen im Laufe dieser Arbeit eine geeignete ,einfache” Basis fiir diesen Raum
finden, um seine Elemente leichter darstellen zu konnen. Unter einer (Hamel-) Basis
versteht man im Sinne der linearen Algebra das folgende:

Definition 1.1 (Hamelbasis). Sei X ein Vektorraum. Eine Menge B C X heifst
Hamelbasis , falls sie linear unabhéngig ist und sich jedes Element x € X als end-
liche Linearkombination von Elementen aus B darstellen lasst.

Hétten wir also eine Hamelbasis B von Cfa, b] zur Hand, so konnten wir jede stetige
Funktion als endliche Linearkombination von Basisfunktionen darstellen und hétten
eine einfache Darstellung aller seiner Elemente, das heifst aller stetigen Funktionen mit
dem Definitionsgebiet [a, b], erreicht. Wie man sich leicht klar machen kann, muss eine
Hamelbasis B von C|[a,b] unendlich viele Elemente enthalten. Zusammen mit seiner
Vollsténdigkeit erfiillt der Banachraum (Cla,b], || - || ,) daher die Voraussetzungen des
folgenden Satzes (ohne Beweis, siche dazu [3], Seite 25):

Satz 1.2. Sei (X, | -||) ein Banachraum mit dim(X) = co. Dann ist jede Hamelbasis
B von X dberabzdhlbar.

Aus diesem Grund ist die Hamelbasis B von Cfa,b] nur von theoretischem Inter-
esse und wir wollen uns in dieser Arbeit einem anderen Basiskonzept zuwenden: den
Schauderbasen. Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung des Konzepts der
Orthonormalbasen in unendlich-dimensionalen separablen Innenproduktridumen auf
unendlich-dimensionale normierte Vektorrdume. Dieses Konzept ist also insbesonde-
re fiir unseren unendlich-dimensionalen Banachraum geeignet. Kurz gesagt fordern wir
fiir eine Schauderbasis (21),cy, C X eines normierten Vektorraumes (X, || - ||), dass
sich jedes Element z € X auf eindeutige Art und Weise als ,unendliche Linearkom-
bination* darstellen ldsst, ohne eine Orthogonalitdtbeziehung und Normierung wie im
Fall von Orthonormalbasen zu erfiillen. Fiir eine prazise Definition einer Schauderbasis



siehe die Definitionen 2.1 und 2.11. Da nicht jeder Banachraum eine Schauderbasis be-
sitzt (vergleiche [4]), bleibt zunéchst zu kldren, ob im Raum Cla, b] eine Schauderbasis
existiert. Diese Frage werden wir mit Beispiel 2.5 fiir einen Spezialfall und schlieflich
in Proposition 2.23 a) endgiiltig positiv beantworten.

Das niichste Ziel wird sein, nicht nur eine ,beliebige”, sondern eine ,einfache” Schau-
derbasis fiir Cla, b] in Form einer Folge aus algebraischen Polynomen zu finden. Einen
abstrakten Existenzbeweis dazu werden wir am Ende des zweiten Kapitels in
Satz 2.25 a) fithren.

Im dritten Kapitel wollen wir den abstrakten Existenzbeweis des zweiten Kapitels
verwenden, um eine konkrete algebraisch polynomielle Schauderbasis zu konstruieren.
Wir erhalten dadurch eine Vorstellung, wie eine solche ,einfache” Schauderbasis ausse-
hen kann.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der folgenden Frage: Vorausgesetzt eine alge-
braisch polynomielle Schauderbasis von Cla,b] ist dem Grade nach aufsteigend ange-
ordnet, wie miissen diese Grade dann mindestens wachsen? Zur Beantwortung dieser
Frage werden wir ganz wesentlich den Raum der (geraden) 2m-periodischen stetigen
Funktionen auf dem kompakten Intervall [a — 7, a + 7] mit a € R, kurz Cpla — 7, a+ 7],
studieren. Dies ist auch der Grund, warum wir diesen Raum bereits in den vorheri-
gen Kapiteln zwei und drei einfiihren und betrachten werden. Dariiber hinaus ist das
Studium dieses Raumes generell sehr interessant, da es im engen Zusammenhang zur
Fourierentwicklung von 2m-periodischen Funktionen steht. Eines der Hauptresultate
zur Beantwortung dieser Frage ist ein Satz von G. Faber aus dem Jahre 1914. Da
zu dem Zeitpunkt die Theorie der Funktionalanalysis und Schauderbasen noch nicht
entwickelt war, ist es umso erstaunlicher, dass er den Beweis mit elementaren Mitteln
fithren konnte. Aus Ermangelung funktionalanalytischer Methoden und Schreibweisen,
ist seine Arbeit schwer verstindlich und daher ist eine der wesentlichen Motivationen
dieser Masterarbeit die Neufassung dieses alten Beweises. Im Anschluss beweisen wir
ein Resultat von Al. A. Privalov aus dem Jahre 1987, das uns ein stirkeres Wachs-
tum der Grade von polynomiellen Schauderbasen garantiert als das von Faber. Wie
Al. A. Privalov kurze Zeit spéter ebenfalls zeigen konnte, ist dieses Resultat unter
den gegebenen Voraussetzungen das bestmdgliche, was dem Satz zusétzlich Bedeutung
verleiht. Wir wollen es deshalb in dieser Arbeit beweisen.



2 Grundlagen

Bevor wir uns im vierten Kapitel den Sitzen von G. Faber und Al. A. Privalov zu-
wenden, wollen wir in diesem Kapitel die dazu benstigten Grundlagen schaffen. Die
Definitionen, Satze und Beweise sind dabei so gehalten, dass sie jeder nachvollziehen
kann, der iiber das Grundstudium hinaus iiber grundlegende Kenntnisse der Funk-
tionalanalysis verfiigt. Die Sétze und Beweise diese Kapitels sind hierbei eine Wie-
dergabe von Resultaten aus der von mir besuchten Vorlesung ,Schauderbasen” von
PD Dr. J. Obermaier aus dem Sommersemester 2012, Technische Universitit Miin-
chen.

2.1 Motivation und Definition

Durch Satz 1.2 haben wir gesehen, dass das Konzept der Hamelbasis nicht geeignet ist,
um eine einfache Darstellung aller Elemente x aus einem unendlich-dimensionalen Ba-
nachraum (X, || - ||) zu erreichen. Wegen der Unendlich-Dimensionalitét ist das ,,Beste
was wir als alternatives Basiskonzept erwarten konnen, eine Darstellung aller Elemente
r € X iiber eine ,unendliche Linearkombination einer Folge (zx);cy, C X. Da dies
formal auch in normierten Vektorrdumen moglich ist, wollen wir es auch allgemein
formulieren:

Definition 2.1 (Basis). Sei K = R oder C und (X, ||-||) ein normierter K-Vektorraum
mit dim(X) = oo. Eine Folge (21),cy, C X heift Basis von X, falls fiir jedes z € X
eine eindeutige Darstellung

x:Z)\kxk mit A\g, A\1,... €K (2.1)
k=0

existiert.

o0
Bemerkung 2.2. Die Darstellung X > = = Y A\gaj ist genau dann eindeutig, wenn

k=0
aus X 0= ) vy bereits v, = 0 fiir alle k € Ny folgt.
k=0

Generalvoraussetzung. Falls nicht anders erwdhnt meinen wir kiinftig mit dem
Begriff | Basis“ im Zusammenhang mit einem normierten Vektor- oder Banachraum
X, eine Basis im Sinne von Definition 2.1. Dabei sei X ein unendlich-dimensionaler
K-Vektorraum mit K = R oder C.

Wir werden des weiteren noch hiufig von den folgenden Begriffen Gebrauch machen:



Definition 2.3 (Koordinatenfunktionale und kanonische Projektionen). Sei (X, || - ||)
o]
ein normierter Vektorraum mit Basis (xk)keNo' Firn € Ngund X 32 = Y Ay

k=0
heifsit die Abbildung

¢ X - K
T A

n-tes Koordinatenfunktional (beziiglich (z);cy,) und die Abbildung

P:X =X
T Z ATy = Z cp(x)zy
k=0 k=0

heifst die n-te kanonische Projektion (beziiglich (wx),cy,)-

2.2 Beispiel: Basis nach J. P. Schauder von C|0, 1]

Wir wollen uns nun ein konkretes Beispiel fiir eine Basis anschauen. Dazu betrachten
wir den Raum X := C0, 1] zusammen mit der Norm || - ||y :== || - || .-

Definition/Proposition 2.4 (Cla,b]). Fiir a,b € R,a < b ist der Raum der stetigen
Funktionen auf dem kompakten Intervall [a, b], kurz

Cla,b) :={f : [a,b] = K | [ stetig}

zusammen mit der Supremumsnorm || - ||, := sup |- (z)| ein unendlich-dimensionaler
z€la,b]

Banachraum.

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass (Cla,b], || - || ) ein unendlich-dimensionaler nor-

mierter Vektorraum ist. Der Beweis der Vollstédndigkeit wiirde uns zu weit vom eigent-
lichen Thema entfernen und kann beispielsweise in [14], Seite 5f nachgelesen werden. [

Beispiel 2.5 (klassische Basis von C[0,1], J. P. Schauder, 1927). Wir zeigen, dass die
Folge (Ck)peny, C C10, 1] definiert durch

Co(z) =1, Cy(z):==x,

2l+1 (.I _ 2m72) fiir 2m—2 ~ T < 2m—1

21+1 2l+1 2l+1

— +1 2m - 2m—1 2m

Cgl+m(l‘) = -2 + (I — W) fir SFT S xr < bIESY
0 sonst,

firallem=1,...,2 1=0,1,...

eine Basis von (C[0, 1], - ||,) ist. Siehe dazu Abbildung 2.1.
Diese Folge entspricht ,,Dreiecksfunktionen zu den Stiitzstellen

0 1 1 1 3 1 3

So = s1 = Sg ==, S3:=—, S4:=—, 85:=—, Sg:=—, .

0 ) 1 ) 2 27 3 47 4 47 5 87 6 87
2m — .. 1

also 82l+m::W fir alle m=1,...,2% 1=0,1,...
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Abbildung 2.1: Die ersten sechs Folgenglieder der Basis nach J. P. Schauder von C|0, 1].



Wir erhalten damit per Definition

| 1 fir j=k
Ci(sj) = 2.2

k(s) {0 fiir j <k 22)
Sei f € C]0,1]. Die Idee ist nun, dass wir die gegebene Funktion f € C[0,1] an den
Stiitzstellen sj mittels der Dreiecksfunktionen C interpolieren. Dies geschieht durch
die folgende Wahl der , Koordinatenfunktionale ¢j und ,kanonischen Projektionen Py:

co(f) == f(s0), Po(f) = co(f)Co,
ce(f) == f(sk) = Poa(f)(sk), Pr(f):= ch(f)cj fir alle k =1,2,...

k
7=0

Wir lassen im Folgenden die Anfiihrungsstriche weg, obwohl wir dafiir erst wissen miiss-
ten, dass die Folge (Ck);cy, eine Basis von C[0, 1] ist. Die k-te kanonische Projektion
von f, Py(f) ist damit eine stetige und stiickweise lineare Funktion, die an den Stiitz-
stellen sg, ..., sx mit der gegebenen Funktion f iibereinstimmt.

Sei nun € > 0. Da f € C0,1] auf dem Kompaktum [0, 1] sogar gleichméfig stetig ist
(Satz von Heine)

30 > 0:Vzy, 20 € [0,1] mit |z1 — 22| < §: |f(z1) — f(22)| <e. (2.3)

Wir wihlen nun ein N € Ny so groft, dass der Abstand fiir alle beziiglich der natiirlichen
Ordnung auf R benachbarten Paare von Stiitzpunkten s;,, s;, mit ji,j2 € {0,..., N}
kleiner ¢ ist.

Sei € [0,1] beliebig und s;,,s;, die zwei benachbarten Stiitzstellen von z, also
x € [84,,8),] und |s;, —s;,| < 0. Es existiert damit vy € [0, 1], sodass x = (1—7)s;, +7Sj,-
Aufgrund der Linearitét von Pn(f)(z) auf [s;,, s;j,] erhalten wir daraus

|f(z) = Pn(f)(@)] = [f(z) — (1 =) Pn(f)(s5,) — YPn(f)(55,)]
<A =f(@) = Pn(f)(s5) | +1f(@) = Pn(f)(s5) | < e
— (1) e D

Folglich haben wir, da =z und f beliebig waren, die Darstellungseigenschaft von
(Ck)gen,» das heift

klim Py(f)=f firalle f € C[0,1] (beziiglich |- ||.)

—00

gezeigt. Zur Eindeutigkeit der Darstellung sei
Zuka(x) =0 fiir alle z € [1,0]. (2.4)
k=0

Werten wir (2.4) an der Stelle z = sq aus, so erhalten wir mit (2.2) vy = 0. Angenommen
wir hitten bereits vy = ... = v; = 0 fiir ein j € Ny gezeigt. Betrachten wir in (2.4) nun
die Stelle x = 541, so erhalten wir zusammen mit der Annahme

(oo}

0= Z vECr(8541) o
k=j+1



und es folgt induktiv v; = 0 fiir alle j € No. Wir erhalten daraus die Eindeutigkeit
der Darstellung und haben insgesamt gezeigt, dass die Folge (Cj) ren, eine Basis von
C10,1] ist.

Bemerkung 2.6. Man kann zeigen, dass die Basis (Cj),cy, von C[0,1] aus
Beispiel 2.5 nicht unbedingt ist. Das heifit, dass die Entwicklung beziiglich der Basis
(Ck)gen, fiir mindestens ein f € C[0, 1] von der Reihenfolge der Summation abhéingt.
Man kann dariiber hinaus zeigen, dass jede Basis von C|0, 1] nicht unbedingt ist ([12],
Seite 435f).

Bemerkung 2.7. Die Frage, ob jeder separable Banachraum eine Schauderbasis besitzt,
war lange Zeit ein offenes Problem. Erst im Jahre 1973 gelang es P. Enflo einen Ba-
nachraum zu konstruieren der keine Schauderbasis besitzt (siehe [4]). Er konnte die
Frage damit negativ beantworten.

2.3 Eigenschaften von Basen

Im Folgenden wollen wir einige Eigenschaften von Basen in normierten Vektor- bezie-
hungsweise Banachrdumen zeigen, die wir an spéterer Stelle benutzen werden.

Proposition 2.8. Sei (X, || -||) ein normierter Vektorraum mit Basis (v);cy, - Dann
ist die Menge {z). | k € No} linear unabhangig.

Beweis. Seien ki, ..., k, € Ny paarweise verschieden und vy, , ..., v, € K mit

Vg, Ty + oo+ Vg, Tk, = 0.

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung der 0 € X folgt v, = ... = v, = 0. Da
k1,...,k, € Ny beliebig gewéhlt waren, ist jede endliche Teilmenge von {xy | k € Ny}
linear unabhéngig, was der Behauptung entspricht. O

Die in Definition 2.3 definierten Koordinatenfunktionale ¢, : X — K und kano-
nischen Projektionen P, : X — X sind trivialerweise lineare Abbildungen. Wir zeigen
nun, dass diese Abbildungen mit der vorausgesetzten Vollstandigkeit von X, auch stetig
sind. Wir benétigen hierzu das folgende Lemma:

Definition/Lemma 2.9 (Induzierte Norm). Sei (X, | -||) ein Banachraum mit Basis
(Tk)pen,- Dann wird durch

llz]|| := sup ||P.(x)| fir alle z € X
neNy

eine Norm auf X definiert. Sie heift die durch die Basis (vx),cy, induzierte Norm.
Weiter ist der Raum (X, ||| - |||) ein Banachraum und es existiert ein C' > 0 mit

1 "
o Izl < llll < [lllll - fir alle 2 € X.

Die Normen || - || und |[||-|| sind also dquivalent.



Beweis. Trivialerweise ist durch ||| - ||| eine Norm auf X definiert. Da die Norm || - ||
aufgefasst als Abbildung || - || : (X, ]| -||) = Rx>o eine stetige Abbildung ist, erhalten
wir:

lall = || lim Py(@)]| = lim [|Pa(e)]| < sup [Pa(a)] = [ll] Vee X, (25)
n—oo

Damit ist die Identitatsabbildung Idx : (X, ]| - |I) = (X,]|-||), = — « ein stetiger und
trivialerweise auch linearer und bijektiver Operator. Angenommen, wir hétten bereits
gezeigt, dass (X, | - |||) ein Banachraum ist. Da in diesem Fall die beiden beteiligten
Raume der Identitatsabbildung Banachrdume sind, folgt mit dem Satz der stetigen
Inversen, dass die Inverse Identitétsabbildung Idy' : (X, |- |) — (X,[[ - ), z — =
ebenfalls stetig ist. Daher existiert ein C' > 0:

1
¢ llzll <zl < 2l va € X.
(2.5)

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass (X,]|| - |||) ein Banachraum ist. Sei dazu
(4j)jen, €ine Chauchy- Folge in (X, [|| - [I[). Da (2k);cy, eine Basis ist, erhalten wir fiir
alle y; mit j € Ny eine eindeutige Darstellung beziiglich (zx), oy, :

y; = Z Ak,j ¢ mit Grenzwertbildung in (X, || - ||).
k=0

1. Wir wollen nun zeigen, dass fiir beliebiges k£ € Ny die Folge ()‘k,j)jeNO C K eine
Chauchy-Folge in K ist. Seien dazu ¢, j € Ny mit ¢ > j. Wir erhalten damit

k k—1
0 < i = Mgl lzwll = 1> i = Ang) T = > i = Anj) |
n=0 n=0

= 1Pe(yi —vj) — Pe—1(yi —y) | <2 llyi —y;lll = 0 (4,5 = 00)

(mit P_y := 0), da (y;),cy, eine Chauchy-Folge in (X, || - [[) ist. Zusammen mit
xr # 0 folgt, dass ()\ij)jENU eine Chauchy-Folge in K ist. Mit der Vollsténdigkeit
von K ist (Mg, j)j en, insbesondere konvergent und da k € N beliebig war erhalten
wir:

Vk € Ng d\g := hm >\k,j c K. (26)
j—o00

2. Wir zeigen nun, dass (Z )\kxk) eine Chauchy-Folge in (X, ||-||) ist. Sei dazu
k=0 neN,
Chauchy- Folge in (X, ||| - ), 3M € No : Vi,j > M,¥n € Ny :

e>0.Da (y;) en,
n n e
1Y i = > Mgzl = 1Py — v)ll < lllvi — y5lll < 3 (2.7)
k=0 k=0

Mit der Grenzwertbildung ¢ — oo in (2.7) und (2.6) erhalten wir weiter:

dM eNy: Vj> M,¥n € Ny : (2.8)

n n 5
I kZ:O)\kmk - ];szkn <3 (2.9)



Insbesondere gilt also fiir j = M:
dM € Ny :Vn € Ny :

n n
5
I Z Ay — Z /\k,Mka < 3 (2.10)
k=0 k=0
n
Wir betrachten nun das Folgenelement yp = lim Y Ag apxi. Da diese Ent-
n
wicklung beziiglich || - || konvergent ist, ist (Z Ak, Mxk> insbesondere eine
k=0 neNy

Chauchy-Folge in (X, || - ||)- Folglich gilt:
AN eNyg:Ym>n> N:
< €
32 el < 5. (2.11)
k=n-+1

Wir koénnen also Vm >n > N :

IS Nl <1 Mewe— D0 Memrzall + 11 D> Aearal]

k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

m m n n €
o5 1Y " Mz = > Menrzill + 1D Mewk — > Aeaszn| + 3
R k=1 k=1 k=1

c EL E.c_,
1003 3 3

schliefen und haben somit gezeigt, dass (Z )\k:z:k) eine Chauchy-Folge in
k=0

n€Ng
(X, |- 1) ist. Mit der Vollstéandigkeit von (X, || - ||) erhalten wir damit:

Jy o= lim Y Aeay € X,

n_, 0o

k=0

3. Wir wollen nun zeigen, dass lim |||y — y;|[| = 0. Sei ¢ > 0 und M € Ny aus (2.8).
j—o0
Dann gilt fiir alle j > M :

lly = will = sup 1Py — y;)ll
n€eNg
n n €
= sup || )\klik — ZAszk” < g < €.
neNg k=0 k=0 (2.9)
Wir haben damit die Vollstandigkeit von (X, ||| - |||) gezeigt, was den Beweis beendet.

O

Mit dem soeben bewiesenen Lemma kénnen wir nun zeigen, dass die Koordinaten-
funktionale und kanonischen Projektionen stetige Abbildungen sind, falls X ein Ba-
nachraum ist:



Satz 2.10. Sei (X, |[|-|]) ein Banachraum mit Basis (zy),cy, - Dann sind fir allen € Ny
die n-te kanonische Projektion P, und das n-te Koordinatenfunktional c, linear und
stetig. Dariiber hinaus existiert ein C' > 0, sodass fiir alle n € Ny gilt:

1< ||P < C. (2.12)

Beweis. Sei n € Ny beliebig. Trivialerweise ist P, linear und eine Projektion, das heifst
es gilt (P,)*(x) = P,(z) Vz € X. Folglich ist || P, | = ||P.2|| < || Pu]” und zusammen
mit P, # 0 erhalten wir:

1P > 1. (2.13)

Fiir die Stetigkeit von P, genligt es wegen dessen Linearitdt (2.12) zu zeigen. Nach
Lemma 2.9 existiert ein C' > 0 :

1P@)ll < sup [P (@)l = ]l < Clle]| Vo e X

me

woraus
1 < |Pl<cC (2.14)

(2.13)
folgt. Da C' unabhéngig von n € Ny ist, folgt zudem die gleichméfige Beschrianktheit

der kanonischen Projektionen.
Trivialerweise ist auch ¢, linear und daher wegen

en(z)] = len(@)@nll _ [[Pa(z) = Paa (@)l _ 2C Iz
U BN [0 (214) ||zl
auch stetig. Dies beendet den Beweis. O

Wir wollen nun der Vollstindigkeit halber den Begriff der Basis etwas préizisieren.

Definition 2.11 (Schauderbasis). Sei (X, | -||) ein normierter Vektorraum mit Basis
(Tk)pen, - Die Folge (xk),cy, heifit Schauderbasis, falls alle Koordinatenfunktionale c,,
und kanonischen Projektionen P, stetig sind, sowie ein C' > 0 existiert mit ||P,| <

C fir alle n € Ny. Die Konstante 0 < K := sup ||P,|| < oo heift in diesem Fall
n€Ng
Basiskonstante.

Beispiel 2.12. Wir haben in Beispiel 2.5 bereits gezeigt, dass der Raum (C[0,1], || - || )
eine Basis (C),.cy, besitzt. Da dieser Raum zudem vollstéindig ist (siehe Proposition
2.4) konnen wir Satz 2.10 anwenden und es folgt, dass (Cy),cy, eine Schauderbasis
von C10,1] ist. In Beispiel 2.5 haben wir aukerdem gezeigt, dass fiir alle f € C]0, 1]
und n € Ny die n-te kanonische Projektion P, die lineare Interpolation von f an den
Punkten sq,..., s, ist. Daher ist

[1Pn(f)lloe = max{[f(so)l,-. ., [f(sn)]} < sup [f(z)] = [fll

z€[0,1
und es folgt, dass die Basiskonstante K = 1 ist.

Bemerkung 2.13. Satz 2.10 zeigt, dass in einem Banachraum die Begriffe der Basis und
Schauderbasis dquivalent sind. Obwohl wir uns im Folgendem bei konkreten Rdumen
stets mit Banachridumen beschéftigen, werden wir die beiden Begriffe der Genauigkeit
halber trotzdem weiter unterscheiden.
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2.4 Gegenbeispiel: Fourierentwicklung
Wir betrachten als zweites Beispiel den Raum C)p[—, 7).

Definition/Proposition 2.14 (Cyla,b]). Fiir alle a,b € R mit a < b ist der Raum
der (b — a)-periodischen Funktionen auf dem kompakten Intervall [a, b], kurz

Cpla,b] :={f € Cla,b] | f(a) = f(b)},

zusammen mit der Supremumsnorm || - || = sup |- (x)| ein unendlich-dimensionaler
z€[a,b]
Banachraum.

Beweis. Offensichtlich ist Cpa,b] ein unendlich-dimensionaler Untervektorraum vom
Cla,b]. Wir zeigen nun, dass (Cpla,b],| - ||,,) auch ein abgeschlossener Untervektor-
raum von (Cla,bl, || - || ) ist.

Sei dazu (fk) ey, C Cpla, b] mit kl;rr;o fi = f € Cla,b]. Aus

0<|f(a) = f(O)] < |f(a) = fr(a)| + [ fx(a) — f(D)|
= 1f(@) = frl@)] + [fu(®) = F(O) < 2[f = frlloo = O (k — o0)

Fe€Cylab)

folgt f(a) = f(b) und somit f € Cpla, b]. Damit ist (Cpla, b], | - ||,,) als abgeschlossener
Untervektorraum des Banachraumes (Cla,b], || - ||,.) (siehe Proposition 2.4) selbst ein
Banachraum. O

Mit Hilfe von Satz 2.10 wollen wir nun zeigen, dass das trigonometrische System
{1, cos(z), sin(z), cos(2z),sin(2x), ...} keine Basis von (Cp[—m, 7], || - ||,) bildet. Ent-
wickelt man eine Funktion f € Cp[—m, x| beziiglich dieses Systems, so entspricht dies
exakt der reellen Darstellung der Fourierentwicklung von f.

Definition 2.15 (Fourierentwicklung). Fiir ein f € C,[—m, 7] heifit die Folge
(Ck)keNo C K, mit

17 -
= o / fla)e ™ dx fiir alle k € N,
Y

die Folge der (komplezen) Fourierkoeffizienten von f. Fiir gegebenes n € Ny heifst die
Funktion s, (f), definiert durch

Sn(f)(x) = z": cre™ fiir alle x € [—m, 7],

k=—n

die (kompleze Darstellung der) Fourierentwicklung von f zur Ordnung n. Konvergiert

die Fourierentwicklung von f mit steigender Ordnung gleichméfig gegen f, das heifst

es gilt lim || f — s,(f)||, =0, so nennen wir den Grenzwert lim s,(f) die (kompleze)
n—oo n—oo

Fourierentwicklung von f.
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Mittels der Eulerschen Formel zeigt man leicht, dass sich die Fourierentwicklung von
f zur Ordnung n in folgende Form bringen l&sst:

sn(f)(x) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)) (2.15)
k=1
mit ap = % / f(z)cos(kz)dx € K

—T

und by = 1 / f(z)sin(kz) dx € K.
77

Man nennt dies die reelle Darstellung der Fourierentwicklung von f zur Ordnung n

und die Folgen (ak)ycy, > (0k)pen € K heifen die reellen Fourierkoeffizienten von f.

Konvergiert die Fourierentwicklung gleichméfig gegen f, so heifit die Reihe lim s, (f)
n—oo

in der Form (2.15) die reelle Darstellung der Fourierentwicklung von f.

Bemerkung 2.16. Fiir die Konvergenz der Fourierentwicklung in Definition 2.15 ist es
hinreichend, dass f stiickweise stetig differenzierbar ist (siehe [6], Seite 336ff). Fiir nur
stetiges f ldsst sich zeigen, dass die Fourierentwicklung von f beziiglich der ,,L?-Norm*
konvergiert. Auch zeigt man mit Hilfe der ,,L?-Orthogonalitit“ von Sinus und Kosinus
leicht die Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten (siehe [6], Seite 3391f).

Beispiel 2.17 (Fourierentwicklung). Wir betrachten die Folge (Tk);cy, C Cpl—T,7]
definiert durch Ty(x) := 1, Tog—1(x) := cos(kx), Tor(x) := sin(kx) fir alle ¥ € N und
nehmen an, dies ist eine Basis von Cp,[—m, 7]. Wegen Proposition 2.14 und Satz 2.10
wire dies auch eine Schauderbasis.

Mit dieser Wahl der Basisfolge entspricht die 2n-te kanonische Projektion P, (f)
einer stetigen Funktion f € Cp,[—m, x|, fiir die die Fourierentwicklung gleichméfig gegen
f konvergiert, exakt der reellen Darstellung der Fourierentwicklung von f zur Ordnung
n. Dies liegt daran, dass die Fourierkoeflizienten eindeutig bestimmt sind. Wir zeigen
nun, dass

1
| Por || > o log(4n) fiir alle n € N. (2.16)

Es ergibt sich dadurch ein Widerspruch zur gleichméfigen Beschrénktheit der Opera-
tornormen der kanonischen Projektionen ||Ps,| < K durch die Basiskonstante K > 0
(siehe Satz 2.10). Folglich war unsere Annahme falsch und die Folge (7% ).y, ist keine
Basis von Cp,[—m, 7).

Sei n € N. Wir betrachten die Funktion ¥ (z) := £ sin(24t |z[) € Cp[—m, 7). Da diese
Funktion stiickweise stetig differenzierbar ist, besitzt sie eine gleichméfig konvergente
Fourierentwicklung in reeller Darstellung (siehe [6], Seite 336fF):

U(z) = nh_}rrgo sn(f)(z) = nh_{lgo % + Z (aj cos(jz) + b, sin(jx)) (2.17)

12



mit den reellen Fourierkoefizienten

s

1 2 2n+1
= | i) dx = =
aj = — / (x) cos(jz) dx P PR Y
- (2.18)
1
und b; = - / U(z)sin(jz)dx = 0.
Da ||¥||, = % und die Fourierentwicklung beziiglich || - ||, konvergiert, finden wir ein
m € N mit m > n, sodass
[[sm (W)l < 1. (2.19)
Wir verwenden nun
= 5 (D) (2.20)

als Kandidat um (2.16) zu zeigen:

[Ponll = sup [[Pon(9)lloc = [1P2n(f)lloo
9€Chpllgll o <1 (2.19)

180 (8m ()

s (W)l = 52 (W)(0)

loo =

1 1 . 2n + 1
= = 2
217),(218) ™ \ 2n+1 - ; ( (2n+1)2 — (2j)2>

1 1 - 1 1
LY — - .
m\2n+1 = 2n+1425 2n+1-2j

+1 2n+2

1 1 1
/ dx:—/ dx
20— 1 m 2¢ — 1
J

Wir haben somit gezeigt, dass die Folge (T}),cy, keine Basis von Cp[—m, 7] ist.

Bemerkung 2.18. Wir habe durch Beispiel 2.17 insbesondere gezeigt, dass es eine ste-
tige (nicht stiickweise stetig differenzierbare) 27-periodische Funktion geben muss, die
sich nicht gleichméfig fourierentwickeln lésst, oder deren Fourierkoeffizienten nicht ein-
deutig bestimmt sind. Durch die ,,L2-Orthogonalitiit von Sinus und Kosinus kann man
weiter zeigen, dass aus der Konvergenz der Fourierentwicklung die Eindeutigkeit der
Koeffizienten folgt und erhilt somit durch Beispiel 2.17:

3f € Gyl=m ]+ lim [lsn(f) = fll #0.
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2.5 Stabilitat von Schauderbasen

Wir wollen im folgenden Abschnitt zeigen, dass in jedem Banachraum X die Eigen-
schaft einer Folge (7),cy, C X eine Schauderbasis zu sein, stabil ist. Dies bedeutet,
dass jede weitere Folge (yx )y, C X, die ,nah genug® an der Schauderbasis (zx);,cy,
liegt, selbst wieder eine Schauderbasis ist. Bevor wir diese Stabilitdtseigenschaft von
Schauderbasen zeigen konnen, benotigen wir die folgenden beiden Sétze:

Proposition 2.19. Sei (X, |- ||) ein normierter Vektorraum mit Basis (7)o, und
(k) e, € KN\A{0} eine Folge. Dann ist auch (uxxr),cy, eine Basis von X.

Beweis. Sei x € X. Da (}),cy, eine Basis ist, folgt

oo oo A
k
x = ATy = — (prry

und wir haben die Darstellungseigenschaft von (pzy) ken, gezeigt. Fir die Eindeutig-
keit sei

o0 o0
0 = Z Vk(kak) = Z (I/k,u,k)zlik.
k=0 k=0
Da (xk)keNo eine Basis ist, erhalten wir vyur = 0 Vk € Ny und zusammen mit

wr 7 0 Vk € Ny folgt weiter
v, = 0 fir alle & € Ng.

Wir haben also auch die Eindeutigkeit der Darstellung von (ur),cy, gezeigt. Die
Folge (11x7k) ey, ist also eine Basis von X. O

Satz 2.20. Seien (X, | -|y) und (Y| - |ly) normierte Vektorrdume mit einem Iso-
morphismus I : X — Y (das heifit I linear, stetig, invertierbar und 1-1 stetig). Ist
(Tk)pen, €ine Basis von X, dann ist (I(xk)),cy, €ine Basis von Y.

Beweis. Sei y € Y. Da (x},),,cy eine Basis von X ist, erhalten wir

X1y = Z Py (2.21)
k=0

Da I stetig ist gilt

=I(I! = I() X = Mol (z1),
y ( (y)) (2.21) (kZ:O kxk)]stetigkzzo k (xk)

woraus wir die Darstellungseigenschaft von (I(zy)),cy, erhalten. Ist nun

> wl(zp) =0€Y, (2.22)
k=0
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so folgt aus der Stetigkeit von 1!, dass

E VgZ.-

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung von (z),cy, folgt daraus v, = 0 fiir alle k € Ny
und wir haben auch die Eindeutigkeit der Darstellung von (I(zy)),cy, gezeigt. Die
Folge (I(z1))yen, ist damit eine Basis von Y. O

stetlg

X30=1"0) v IO vl () s

Mit diesen beiden Sitzen sind wir nun in der Lage, die Stabilitatseigenschaft von
Schauderbasen in Banachrdumen zu beweisen.

Satz 2.21 (Stabilitétssatz). Sei (X, | -[|) ein Banachraum mit Schauderbasis (zy);cy,
und Basiskonstante K > 0 (siehe Satz 2.10). Ist (yi),cn, C X eine Folge mit

Z Nk — il _ka 1
QK

[l |

dann ist (yr),cn, ebenfalls eine Schauderbasis von X.

Beweis. Sei zunichst ||xg|| = 1 fiir alle & € Ng. Wir zeigen, dass ein Isomorphismus
I: X — X existiert mit I(x) = yi fiir alle £ € Ng. Mit Satz 2.20 folgt daraus, dass
die Folge (yx),ey, eine Basis von X ist. Mit der Vollsténdigkeit von X und Satz 2.10
ist dies auch eine Schauderbasis und es folgt die Behauptung.

Wir stellen zunéchst fest, dass die Operatornorm des k-ten Koordinatenfunktionals
¢ unabhingig von k£ € Ny beschréinkt ist. Fiir alle x € X ist

@] | = lec@al = 1Pule) - o @ < 2K]le] (223)

(mit P_; := 0) und folglich erhalten wir
|lck]| < 2K fiir alle k € Ny.
Wir betrachten nun die Abbildung

S: X—-X

z Y en(@) (@ — yr)
k=0

und zeigen zunéchst, dass diese wohldefiniert ist. Fiir alle x € X gilt

o0
S ller(@) (@r —y)l < QKZ lzx — il Nzl
k=0 223) 15
||$ yk:” (2.24)
Z 2] <=,
HIkH 1
::<ﬁ, Vor.
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weswegen die Reihe absolut konvergiert. Da X ein Banachraum ist, folgt daraus die
Konvergenz der Reihe und somit die Wohldefiniertheit von S. Offensichtlich ist S linear
und wegen

S(x)| < - <
ISl chk @ -l 5, lel

auch stetig mit Operatornorm ||.S|| < 1. Daher konvergiert die Neumann-Reihe (siehe
zum Beispiel [14], Seite 56f), weswegen der lineare und stetige Operator I := Idx — S
invertierbar ist. Mit dem Satz der stetigen Inversen, ist /=1 ebenfalls stetig und somit
I ein Isomorphismus. Wegen

I(xy) = Idx (z1) — S(zk) = o — (v, — yi) =y fiir alle k € Ny,

ist I der gesuchte Isomorphismus.
Sei nun ||z || € R\ {0} fiir alle & € Ny beliebig. Mit

/ Tk ’ Yk
= d y, = ———
llzkll g [l |

und Propositon 2.19 folgt, dass die Folge von Einheitsvektoren (z}) ren, €ine Basis
von X ist. Da X vollstindig ist, ist dies auch eine Schauderbasis (siehe Satz 2.10).
Man {iberlegt sich schnell, dass diese zudem die gleichen kanonischen Projektionen wie
die urspriingliche Schauderbasis (zy),cy, und damit auch die gleiche Basiskonstante
K > 0 besitzt. Wegen

Nk = yill [l = yill 1
2.25
Z Z ||Ik,|| Vor 2K ( )

[EA

ist die Folge (y;c)keNo nach dem ersten Teil des Beweises eine Schauderbasis von X.
Mit Proposition 2.19 bildet dann auch die Folge (||zx[|y}),cy, eine Basis von X. Da X
ein Banachraum ist und ||zy|ly;, = yx fir alle k£ € Ny gilt, folgt die Behauptung. O

2.6 Existenz polynomieller Schauderbasen

Wir wollen mit Hilfe der soeben bewiesenen Stabilitétseigenschaft von Schauderbasen
zeigen, dass sowohl in Cfa,b] als auch in Cpla — 7, a + 7] ,einfache” Schauderbasen, in
Form von algebraischen beziehungsweise trigonometrischen Polynomen, existieren.

Definition 2.22 (algebraische und trigonometrische Polynome).

a) Eine Funktion A : R — K heift algebraisches Polynom, falls sie die Form
na
Az) = Zakxk mit ng € Ny, ag,...,a,, € K
k=0
besitzt. Ist A ungleich der Nullfunktion, das heifft ist n4 # 0 oder ag # 0,
5o heiflt ns der Grad von A, in Zeichen deg(A). Ist A die Nullfunktion, so sei
deg(A) := —oo. Weiter bezeichnen wir mit 2 die Menge aller algebraischen Poly-

nome und mit 2A,, die Menge aller algebraischen Polynome vom Grad hdchstens
n.
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b) Eine Funktion T": R — K heifit trigonometrisches Polynom, falls sie die Form

nr
T(z) = ao + Z ay, cos(kx) + by, sin(kx)
k=1
mit ny € Ny, ao,...,anT,bl,...,bnT cK

besitzt. Es ist dabei zu beachten, dass die eventuell leere Summe gleich 0 sei. Ist
T ungleich der Nullfunktion, das heifst ist ny # 0 oder ag # 0, so heifst ny der
Grad von T, in Zeichen deg(T). Ist T die Nullfunktion, so sei deg(T) := —o0.
Weiter bezeichnen wir mit ¥ die Menge aller trigonometrischen Polynome und
mit T, die Menge aller trigonometrischen Polynome vom Grad hdchstens n.

Um mit Hilfe von Satz 2.21 die Existenz von polynomiellen Schauderbasen in Cfa, b]
beziehungsweise Cp[a — 7, a 4+ 7] nachzuweisen, miissen wir zunichst zeigen, dass beide
Raume eine beliebige Schauderbasis besitzen. Im néchsten Lemma und auch kiinftig
ist dabei zu beachten, dass wir bei algebraischen beziehungsweise trigonometrischen
Polynomen in Ridumen mit eingeschrinktem Definitionsgebiet auf das Hinschreiben
der Einschrinkung auf das jeweilige Definitionsgebiet verzichten, da sich diese stets
aus dem Kontext erschliefien lasst.

Proposition 2.23.  a) Fir alle a,b € R mit a < b besitzt der Banachraum
(Cla, b, | - ||..) eine Schauderbasis. Dariber hinaus ist die Abbildung

Iy : C[0,1] — Cla, b]

Fe Lop(f) mit Ly(f)(z) = f (?:Z)

ein isometrischer Isomorphismus, welcher algebraische Polynome auf eben solche
abbildet. Fiir alle algebraischen Polynome A € 2 ist 1,;, zudem graderhaltend,
das heifst es gilt:

deg(A4) = deg(Za,p(A)).

b) Fir alle a € R besitzt der Banachraum (Cpla — m,a + 7], | - ||.) eine Schauder-
basis. Dartiber hinaus ist die Abbildung

I, : Cpl—m, 7] = Cpla — m,a + 7]
[ La(f) mit Io(f)(x) == f (z — a)
ein isometrischer Isomorphismus, welcher trigonometrische Polynome auf eben

solche abbildet. Fir alle trigonometrischen Polynome T € ¥ ist I, zudem grad-
erhaltend, das heifst es gilt:

deg(T) = deg(Lu(T))-

Beweis. Zu a): Wir haben in Beispiel 2.5 bereits gezeigt, dass der Raum C[0,1] eine
Basis (Ck),cp, besitzt. Angenommen, wir hiitten bereits gezeigt, dass die Abbildung
I, fiir alle a,b € R, a < b ein Isomorphismus ist. Mit Satz 2.20 folgt, dass dann
die Folge (1a,5(Ck))en, €ine Basis von Cla, b] ist. Wegen dessen Vollsténdigkeit (siehe
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Satz 2.4) ist dies dann auch eine Schauderbasis (siehe Satz 2.10).

Offensichtlich ist I,; linear. Per Definition der Normen ist I,; zudem isometrisch
und, da linear, insbesondere stetig und injektiv. Ist g € Cla,b], so ist die Funktion
f(z) == g(z(b—a) 4+ a) € C[0,1] ein Urbild von g unter I, ;. Folglich ist I, ; surjektiv
und daher auch invertierbar. Die Inverse I;; ist ebenfalls isometrisch und, da linear,
insbesondere stetig. Damit ist I, ; ein isometrischer Isomorphismus.

Nun zur Tatsache, dass I, ; algebraische Polynome auf algebraische Polynome gleichen
Grades abbildet. Sei A € 2 ein algebraisches Polynom vom Grad deg(A) = n € Np.
Mit der binomischen Formel gilt:

n n r—a k
Lap(A) (@) = Lap (Z ak'k> () = > i <b — )
k=0 a,b lInear a

n k n
B aj k\ k=i | k
=3 gt (D ()t ) = L
k=0 j=0 k=0
mit by, ...,b,—1 € K geeignet und b,, = (biina)n #0.

Folglich ist I, ;(A) ein algebraisches Polynom vom Grad deg(l,,(A4)) = n = deg(A).
Da das Nullpolynom unter dem Isomorphismus I, ; auf das Nullpolynom abgebildet
wird, folgt insgesamt Teil a) des Satzes.

Zu b): Wir zeigen, dass Cp[—m, 7] eine Basis besitzt, woraus sich der Rest von Teil
b) analog zu Teil a) ergibt. Man verwende jedoch dabei statt der binomischen Formel
die Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen.

Wir betrachten die Folge (C},), oy, definiert durch

Ol =1 7x(Cy), Cp=17(Cy) fiiralle k=2,3,... (2.26)

(I—7,x Isomorphismus aus Teil a) ), (Ck),ecy, Schauderbasis von C[0, 1] aus Beispiel
2.5). Dies entspricht der klassischen Basis von C[0, 1] aus Beispiel 2.5 skaliert auf das In-
tervall [—m, 7] und ohne das Element mit Index 1. Da C; die einzige nicht 1-periodische
Funktion aus (Ck) oy, C C[0,1] ist, folgt:

(C)gen C Cpl—m, 7).
Dass die Folge (C}), oy trotz des Herausnehmens eines Basiselements eine Schauder-

basis von Cp[—m,m| ist, liegt an der folgenden Beobachtung: Fiir alle
f € Cyl—m,7] C Cl—m, 7] gilt

F(m) =D er(Dra(Ci)(m) = co(f) +er(f)
k=0
und f(—m) = ch(f)jfﬂ',ﬂ'(ck)(_ﬂ—) = co(f),

Def.

E
I
=

da (I, (Ck))ey, eine Schauderbasis von C[—m, ] ist. Zusammen mit der 27-Periodi-
zitdt von f, folgt ci1(f) = 0 fur alle f € C,[—m,7]. Folglich verliert die Folge
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(I—7,7(Ck))gen, durch das Herausnehmen des Basiselements I »(C1) nicht die Dar-
stellungseigenschaft im Raum C,[—7, 7.
Zur Eindeutigkeit der Darstellung sei

0= Z )\kC]/c = )\1‘[7#,77(00) +0- Ifw,w(cl) + Z )\kjfﬂ',ﬂ'(ck)'
k=1 k=2

Da (L,wr(Ck))keNO eine Schauderbasis von C[—m, 7] ist, folgt A\, = 0 fiir alle & € N.
Die Folge (C}),cy 18t also wie behauptet eine Basis von Cp[—m,7].

Setzen wir die Definition der klassischen Basis von Schauder aus Beispiel 2.5 in (2.26)
ein, so ergibt sich die folgende Darstellung der Basis (C},)

keN’
Ci(z) =1,
2 (2 (32 - 1)) i 252 o1 <2 < 2yt
m(@) = =2 (F - (B 1)) fir e 1< 2 <G - (2.27)

0 sonst

firallem=1,...,2 1=0,1,...

b

O

Bemerkung 2.24. Proposition 2.23 a) zusammen mit Satz 2.20 zeigt, dass wir uns
kiinftig bei Fragen der Existenz von algebraisch polynomiellen Schauderbasen und bei
der Betrachtung deren Grade im Raum C[a,b] mit a,b € R, a < b auf einen Raum
Cle,d] mit ¢,d € R, ¢ < d beliebig zuriickziehen konnen. Genauer ausgedriickt, liefert
uns die Abbildung I} o I, : Cle,d] — Cla,b] einen graderhaltenden isometrischen
Isomorphismus zwischen den beiden Réumen.

Die analoge Aussage fiir den Raum Cpla — m,a + 7] mit a € R folgt aus Proposition
2.23 b) zusammen mit Satz 2.20.

Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass die Rdume C/a, b] und Cp[a—m, a+n] Schau-
derbasen bestehend aus Polynomen besitzen, fiir die wir sogar eine Zusatzeigenschaft
verlangen konnen:

Satz 2.25. a) Fir alle a,b € R, a < b besitzt der Banachraum (Cla,b], | - || ) eine
Schauderbasis (Ak)keNo bestehend aus algebraischen Polynomen, die dem Grade
nach aufsteigend angeordnet sind, das heifst es gilt

deg(Ax) < deg(Ag+1) fir alle k € Ny.

b) Fir alle a € R besitzt der Banachraum (Cpla —m,a + 7|, | -||) eine Schauder-
basis (Tk) ey, bestehend aus trigonometrischen Polynomen, die dem Grade nach
aufsteigend angeordnet sind, das heifit es gilt

deg(Ty) < deg(Ti41) fir alle k € Ny.

Beweis. Zu a): Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
a =0 und b = 1 (vergleiche Bemerkung 2.24). In einem ersten Schritt folgt mit Hilfe
des Approximationssatzes von Weierstrat im Raum C10, 1] (siehe den spiter bewiese-
nen Satz 3.3), dass die Menge der algebraischen Polynome 2 beziiglich | - || dicht in
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C0,1] liegt.
Aus Beispiel 2.5 oder Proposition 2.23 a) wissen wir, dass der Raum C0, 1] eine Schau-
derbasis (Cj),ey, besitzt. Da 2 = C[0,1], finden wir fiir alle & € N mit k > 2 eine

Folge (Agc))neNo C A mit li_>m AP = C). Wegen deren Konvergenz koénnen wir fiir
beliebiges 0 < g < 1 schliefien:

Sl ) (229)
*2K

mit K > 0 Basiskonstante der Schauderbasis (C),.cy, -

Vk > 2 3n(k) € Ny : IIAn(k) Cill  <IICk

Setzen wir fiir eine vereinfachte Notation aufierdem

Aflo()o) (2) :=Co(z) =1 und Agll()l)(x) =C1(z) =2 Vz €[0,1], (2.29)
so konnen wir wegen der Vollstandigkeit von (C[0,1], | - ||.,) Satz 2.21 auf die Folge
(Affz)k)) C 2 anwenden. Wir erhalten damit aus

keNy

o k

ZA;&)—ckn LS -

—~ | Cill (. 28) (2.29) or e . 2q 0<q<1 2K’

dass die Folge (AEL()IC)) . C 2 eine algebraisch polynomielle Schauderbasis von C[0, 1]
ist.

Um eine algebraisch polynomielle Schauderbasis zu erhalten, die dem Grade nach
aufsteigend angeordnet ist, betrachten wir die Folge (4}), oy, € C[0,1], mit festem
0 < p < 1 rekursiv definiert durch:

Ay(x) —Ano()O und

(2.30)

Aj (@) = AL (@) + 1A%, | (1—p)ptt 2951 Wi e N

1
n(k) 2K
mit K’ > 0 Basiskonstante der Schauderbasis (A( )))keN
0

Offensichtlich ist (A},) C 2 und es gilt

keNg

deg(4}) < max {deg(4]), deg(A[[})))} = dea(Al) VheNo.  (231)

Da (A(k)

n(k))k . , wie oben gezeigt eine Schauderbasis von C[0, 1] ist, kénnen wir wegen

A%

Z n(k)

= 1A%

= Al

o0
Z k—1 I (deg(Aj,_1)+1 I _ 1
kﬂp > 0<p<1 2K’

<
(k)H (2.30) 2K’
=1, da z€[0,1]

Satz 2.21 anwenden und schliefen, dass auch die Folge (A}), oy, C 2l eine algebraisch
polynomielle Schauderbasis von C[0, 1] ist. Zusammen mit (2.31) ist damit a) gezeigt.

Zu b): der Beweis folgt exakt dem Beispiel von Teil a). Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit konnen wir dabei @ = 0 annehmen (siehe Bemerkung 2.24). In einem ersten
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Schritt folgt mit Hilfe des Approximationssatzes von Weierstraff im Raum C,[—7, 7]
(sieche den spiter bewiesenen Satz 3.10), dass die Menge der trigonometrischen Poly-
nome ¥ beziiglich || - || dicht in C},[—m, 7] liegt.

Aus Beispiel Proposition 2.23 b) wissen wir, dass der Raum Cj[—m, 7] eine Schau-
derbasis (C})cy, besitzt. Da T = Cp[—m,n], finden wir fiir alle k¥ € N eine Folge

(T,(,AfC ))mGN C ¥ mit hm T — = C},. Wegen deren Konvergenz konnen wir fiir belie-
biges0 <r <1 schheféen

Vk € N 3m(k) € N : HT —Cill__ <G -1 (2.32)

mit K > 0 Basiskonstante der Schauderbasis (C//C)kENo‘

Setzen wir fiir eine vereinfachte Notation aufserdem

0

T (@) = Cilx) =1 Va € [0,1], (2.33)
so kénnen wir, da (Cp[—m,7],| -||,,) ein Banachraum ist, Satz 2.21 auf die Folge
(T(k) ) C ¥ anwenden. Wir erhalten damit aus

m(k)/ keNg
k) /

> I T 500 — Gkl 1 - 1

Sl Gl LggStee L

= I1CLI (2.32),(2.33) 2K — o<r<1 2K

dass die Folge (Tfn()k)) C ¥ eine trigonometrisch polynomielle Schauderbasis von
O

Cpl—m, ] ist.

Um eine trigonometrisch polynomielle Schauderbasis zu erhalten, die dem Grade nach

aufsteigend angeordnet ist, betrachten wir die Folge (1}),cy, € Cpl—, 7], mit festem

0 < s < 1 rekusiv definiert durch:

0
Ti(z) := Tv(n()O) und

2.34)
k k 1 1 (
Ty () = Ty @) + TS0 | 577 (1= #)s" ' sin (deg(T}_1)z) Vk €N
mit K’ > 0 Basiskonstante der Schauderbasis (T"f()k))keN
0
Offensichtlich ist (T}),cy, C T und es gilt
k+1
deg(T},) < max {deg(Tk) deg( 7(71(:4319} (235) deg(Ty 1) Vk € No . (2.35)
Da (Tfsf()k))keNo’ wie oben gezeigt, eine Schauderbasis von Cp[—m, 7] ist, kénnen wir
wegen

1
o0, 0<s<1 2K’

k
1750 — Tl

—_— 0 <
Z [l (CEY 2K’

—s) Y s [|sin (deg(T{_,)-) |

k=1

=1, da z€[—m,m7]

Satz 2.21 anwenden und schliefen, dass auch die Folge (7},), oy, C T eine Schauderbasis
von Cy[—m, 7] ist. Zusammen mit (2.35) ist damit auch b) gezeigt. O
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3 Konstruktion von polynomiellen
Schauderbasen

Wir haben mit Satz 2.25 gezeigt, dass die Banachrume Cla, b] und Cpla — m,a + 7]
jeweils eine dem Grade nach aufsteigend angeordnete algebraisch beziehungsweise tri-
gonometrisch polynomielle Schauderbasis besitzen. Fiir beide Rdume wollen wir im fol-
genden Kapitel je eine konkrete polynomielle Schauderbasis mit aufsteigendem Grad
konstruieren.

Die wesentliche Konstruktionsidee liegt darin, den Beweis von Satz 2.25 Schritt fiir
Schritt zu verfolgen. Dazu benétigen wir jedoch konstruktive Beweise fiir die Approxi-
mationssitze von Weierstraft fiir die Raume C[0,1] und Cp[—m, w]. Wir beginnen mit
dem algebraischen Fall.

3.1 Algebraisch polynomielle Schauderbasis von

Clo, 1]

Représentativ fiir den algebraischen Fall betrachten wir den Raum C[0, 1] (vergleiche
Bemerkung 2.24). Wir wollen zunéchst einen sehr elementaren Beweis des Approxi-
mationssatzes von Weierstrafs fiir den Raum C]0, 1] fiihren. Dazu bendtigen wir die
folgenden Polynome:

Definition 3.1 (Bernstein-Polynome). Fiir n € Ny und f € CJ0, 1] ist
Bn(f)(x) := i f By (m "1 —2)"F fiir alle z € [0,1]
= \n k ’

das n-te Bernstein-Polynom von f. Dieses besitzt die folgenden Eigenschaften:

Proposition 3.2. Fir alle n € Ny ist der Operator B, : C[0,1] — 2, linear und
stetig. Dariiber hinaus gilt:

|B(f)] < Bu(|f]) fiir alle f € C[0,1], (3.1)
B, (f) < Bn(g) fir alle f,g € C[0,1] mit f < g, (3.2)
B,(1)(z) =1 fir alle z € [0,1], (3.3)
B.()(x) =z fir alle x € [0,1], falls n > 1, (3.4)
B () (z) = 2% + @ fir alle x € 0,1], falls n > 2. (3.5)

Beweis. Sei n € Ny. B,, ist offensichtlich wohldefiniert und linear. Per Definition
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erhalten wir fir f € C[0,1]
S (8 ()0
k=0
<
k=0
und es folgt (3.1). Fiir f,g € C[0,1] mit f(z) < g(x) fiir alle « € [0, 1] folgt (3.2) aus

Bu(f)(@) = kiof (i) (Z) (1 — )"

n

< ]:Og (i) <k)xk(1 —2)" " = B,(9)(x) Va e 0,1].

|[Bn(f)(@)] =

r(5)] (3)a -0 = Bt v 0.1

f<g

Eigenschaft (3.3) ergibt sich mit dem Binomischen Satz aus

n

B,(1)(2) =Y 1(2)&(1 ) ot (1—2) =1"=1 Vo e [0,1]. (3.6)

k=0

Da B, linear ist, folgt aus

[1Bn(flloe = sup

A

)]

<
M=

k=0
_ . (n—l)' -1 n—
x;(k—l)!(n—k)l O
s n—1)! n—1—
x;ku(i—1zk)!xk(1 A 0
:xn_l n—1 .’L‘k n—1—k
()
=xB,_1(1)(x) iy z Vre[0,1],
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so wie Gleichung (3.5) fiir n > 2 aus

a-£ () Qe

zn: ’“ (> R(1— )" ’“+i:2(z>xk(1—x)”’“

k=0 k=0
" n — 2” k n—=k 1 - k(n k n—k
n (n—k)!x( ?) Jrnzn k:m( z)
k=2 k=0
=" QZ =Dty g ()
n El( anfk)' n "
n—1, x
= Bp_2(1 —
37 N v 2(1)(w) + n
-1 1
Lt W N R ) R R
(3.6)
folgt. Dies beendet den Beweis. O

Wir zeigen nun, dass das n-te Bernstein-Polynom B,,(f) fiir alle f € C]0, 1] mit stei-
gendem n gleichmifig gegen f konvergiert und erhalten dadurch einen konstruktiven
Beweis von:

Satz 3.3 (Approximationssatz von Weierstraf fiir C[0,1], K. Weierstrafs, 1885). Fiir
alle f € C[0,1] existiert eine Folge von algebraischen Polynomen (A,,) C AU, die
gleichmapfig gegen f konvergiert.

n€Ng

Beweis. [13], Seite 6. Sei f € C[0, 1]. Wir wéhlen als Folge von algebraischen Polynomen
die Bernstein-Polynome von f, (B(f)),cy, C 2 und zeigen, dass diese gleichmiifig
gegen f konvergieren.

Sei € > 0 beliebig. Da f auf dem Kompaktum [0, 1] gleichmifig stetig ist (Satz von
Heine), existiert fiir alle A € (0,1) ein § = §(e, A) > 0 mit

[z —yl <0 = [f(x) = f(y)| < Ae Va,y €0,1]. (3.8)

Den Parameter A € (0,1) verwenden wir spiter, um eine Schauderbasis mit mdoglichst
geringem Gradanstieg zu erhalten. Sei nun £ € [0,1] beliebig. Aus (3.8) folgt sofort
|f(z) — f(&)] < e fir alle z € [0,1] mit |z — €| < 4. Fiir alle z € [0,1] mit [z — & > 6
erhalten wir mit M := || f|| < oo

F@) — F(6)] < 2M < 2M<x§€)2

und es ergibt sich insgesamt

2
If(z) = f(&)] < 2M<x§_§) + e Vz €[0,1]. (3.9)
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Wir wollen nun fiir n > 2 den Fehler des n-ten Bernstein-Polynoms von f an der Stelle
& zu f(€) abschétzen:

[Bn(£)(§) = f(&)] ;)IBn(f)(f)—Bn(l)(ﬁ)f(ﬁ)l = [Ba(f() = F(©)(©)]

(3. B,, linear

—e\?
(E)BAUC%—KOD@)QJ%B)B”<%W<6> +N%(Q

4M 20 €2
B Teur 52 B, (*)(&) — 5 Ba(: )(§)+< 525 +/\s> B,(1)()
M 4M¢ 2M¢?
(3. )34)(35)(5( >_ 62 £+< (52 +)\5)1
_2M (1 = ¢)
- 62 n )\ = 262 +)\5

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus der leicht zu zeigenden Tatsache

gm[%g(l — &) = . Da wir £ € [0,1] beliebig gewéhlt hatten, erhalten wir fiir alle
€lo,

n > 2:
M
1Bn(f) = fllo < mﬂL)\& (3.10)
Setzen wir nun
M £l
N = 2, —— ¢ = 2, —— 22— A1
ma"{ 1 252(1 —)\)g} max{ 1 252(1— N)e | (3.11)
so erhalten wir fiir alle n € Ng mit n > N:
M M
B, Xe < Xe < (1—Netde=c.
1Bn(F) =l 310 26%n * En>N 262N * E(3 11)( JetAe=e (3.12)

Folglich konvergiert das n-te Bernstein-Polynom von f mit steigendem n gleichméfig
gegen f, was den Beweis beendet. O

Bemerkung 3.4. Wir haben mit dem Beweis von Satz 3.3 auch gezeigt, dass fiir alle
feC,1]

Jim (1B (f) = flloo =
gilt.

Wir sind nun in der Lage, eine konkrete algebraisch polynomielle Schauderbasis fiir
C[0,1] anzugeben, deren Grade aufsteigend angeordnet sind:

Satz 3.5. Sei (Ck)keN0 die in Beispiel 2.5 vorgestellte Schauderbasis von C[0,1], das
heifst
Co(z) :=1, Ci(x) ==,
2l+1 (.T _ 2;1114:12) fU,T' 2271114:12 <rz< 21+1
Cotp(z) i= —2F1 (ac — Q%Tl) fiir 221+11 <z< 2z+1
0 sonst

fir allem=1,...,2% 1=0,1,...
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Dann ist die Folge der Bernstein-Polynome (B”(k)(ck))keNo C A mit
n(0) := 0, n(1) :=1, n(k) = 3% 23k+2Mos()=11=2 " i glle | = 2,3, ...

eine algebraisch polynomielle Schauderbasis von C[0,1] . Siehe auch Abbildung 3.1. Sie
ist dem Grade nach aufsteigend angeordnet und es gilt deg (Bn(k)(Ck.)) = n(k) fir alle
k € Np.

1.25 T T T 125 T T T
: : CD : : C'I
1 EIU(CU} H ; || DT Ty EE EI,I(C,I} I
Y bomomoes beooonoooo dromnoenoed L boooonoooo boooeoonog e
) ST PRUR WS, YR S i —
) SRR W S S— L] — % cc S S S—
0 H H H 0 H H H
0 0.25 05 0.75 1 0 025 04 075 1
x-Achse x-Achse
1.25 T T T 1.25 T T T
CZ CS
Ll Rl hhbbbbbbbs” Yl 5432((:2} LN bl SRRt 513324(03}
[]75 .......... L-n et B g nets. . el T R LAy, e []_75 ......... LSRR e e PSRN A o S Fped i L gt
T — SO S —
025 e prmcr e e s
0 H H H 0 H H
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
x¥-Achse ¥-Achse

Abbildung 3.1: Die ersten vier Folgenglieder der konstruierten algebraisch polynomiel-
len Schauderbasis von C[0, 1].

Beweis. Der Beweis folgt den Schritten des Beweises von Satz 2.25 a) und bendtigt
einige Resultate aus dem Beweis von Satz 3.3. Wir setzen daher voraus, dass diese dem
Leser bekannt sind.
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Zunichst zu den Fillen k = 0 und k = 1. In Ubereinstimmung mit (2.29) ist
B (Co)(#) = Ba(1)(x) = 1= Cola) ¥a € [0,1

und B,,(1y(C1)(z) = Bi1(-")(z) o x=Cy(z) Vz€[0,1].

Fir alle £ € Ny mit £ > 2 ist zunfchst festzuhalten, dass per Definition
|Crll,, = 1 gilt. Weiter haben wir in Beispiel 2.12 gezeigt, dass die Basiskonstante
beziiglich (Cj),cy,, & = 1 ist. Es reicht uns also zu zeigen, dass fiir alle k¥ € Ny mit
k > 2 und beliebiges, aber festes ¢ € (0, 1) die Bedingung

1 _
1Bn(r) (Cr) = Crll o < 1Ck]l0 577 (1 = a)q"?
} . (3.13)
=—(1—q)q =:e(k)

2

erfiillt ist und somit (2.28) gilt. Um (3.13) zu zeigen, miissen wir zunéchst fiir beliebiges
A€ (0,1) ein 6(k) = 6(A,e(k)) > 0 bestimmen, sodass die gleichmé&fige Stetigkeitsbe-
dingung (3.8) fiir alle C, erfiillt ist, also fiir alle ¥ € Ny mit £ > 2 und =,y € [0,1]
gilt:

|z —y| <3(k) = [Crlz) — Cr(y)| < Ae(k). (3.14)
Wir setzen
Xe(k
5(k) == % (3.15)

und zeigen, dass diese Wahl (3.14) erfiillt. Da

Xe(k) 1 .1 k2
= = — A=(1-—
(k) 241 (3.13) 201 2< 94

<1, Yg,\€(0,1)

YRS

gilt, impliziert die Bedingung x,y € [0, 1] mit |z — y| < 6(k) per Definition von Cy(z),
dass wir hochstens neun Félle zu betrachten haben:

o Sei z,y € [21=2, 2251 = I) mit |z — y| < 6(k). Es folgt
|Cr(z) — Cr(y)] = 2 g —y| < 215(K) = Ne(k) Yk > 2.
er.

Analog die Fille z,y € 2251, 2% ] .= L und 2,y € ([, U L))" =: I3.

e Seix €I,y € I, mit |z — y| < (k). Es folgt

2m —1 .
x:QZT—(SImltOdeS(S(k)und
2m —1 i

und daraus weiter
Cr(z) — Cr(y)| = 216, + 6, < 2"716(k) = Ae(k) Vk > 2.
Def. v

Analog der umgekehrte Fall z € I,y € I;.
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e Seix €I,y € I3 mit |z —y| < (k). Es folgt

2m — 2
=% s, mit 0< 4, < (k)

ColF1
und daraus weiter

[Cr(@) = Cr(y)] =, 1Ck(@)] = 2115, < 215(k) = Ne(k) Vk > 2.
Analog der umgekehrte Fall = € I35,y € I, sowie die Fille z € Is,y € I3 und
x € I3,y € Is.

Wir haben also gezeigt, dass mit §(k) aus (3.15) die gleichméRige Stetigkeitsbedingung
(3.14) erfiillt ist.
Aus dem Beweis von Satz 3.3, Formel (3.11) wissen wir nun: Falls die Bedingung

- (A
n(k) = N(k) := max {27 20(k)2(1 — Ne(k) }
o (3.16)

= 2, ————— 7 firalle k > 2
(3.15) max{ T2X2(1 — )\)s(kz)?’} Hratie =

erfiillt ist, so erhalten wir

||Bn(k)(0k) — CkHoo (3< e(k) fur alle k € Ny mit k > 2,

12)

also die gewiinschte Gleichung (3.13). Nach dem Beweis von Satz 2.25 a) erhalten
wir damit eine ausreichend gute Approximation unserer Basis (Cj),cy, durch die
Bernstein-Polynome und haben gezeigt, dass auch die Folge (B”(k)(ck))keNo eine
Schauderbasis von C0, 1] ist.

Wir wollen nun A, ¢ € (0,1) so bestimmen, dass N (k) moglichst klein wird. Durch
eine einfache Rechnung zeigt man, dass a/\rég(rélzli)x A(1—)) = %, weswegen wir A\ = %
setzen und

22l+2 33 A 22l+1
N(k) = 2, — = 2, — 1
(k) (3.16) max{ T2X2(1 — /\)E(k)3} (3.13) max = ((1— q)qk72)3 (3.17)

erhalten. Da argmax ((1 — q)qk’z)3 =1- — 1 (k — o0) gilt, existiert fiir ¢ € (0,1)
q€(0,1)

keine optimale Wahl und wir setzen ¢ = %, um fiir k& = 2 einen moglichst niedrigen

Grad zu erhalten. Damit ergibt sich

33 . 22l+1

N(k) = max{2 —————— % =max{2,3% 231272} — 33.9%+2=2
(3.17) (1 —q)g*2) k22

Zusammen mit [log, (k) — 1] = | siecht man nun leicht, dass unsere Wahl
n(k) = 33 . 23k+2[log2(k)—11-2 {die Bedingung (3.16) erfiillt, weswegen die Folge
(Bn(#) (Ck)) ey, C 2 eine Schauderbasis von €0, 1] ist.
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Aus der Definition von B, ist leicht ersichtlich, dass fiir alle f € C[0,1], B,(f)
ein algebraisches Polynom vom Grad n ist und es folgt deg (B, x)(Ck)) = n(k) fiir
alle £ € Ny. Da die Folge n(k) in k offensichtlich streng monoton steigt, ist unsere
Schauderbasis (B,,x)(Ck)),, cn, dem Grade nach aufsteigend angeordnet und es folgt
die Behauptung. O

Wir haben in Satz 3.5 eine konkrete Schauderbasis von C]0, 1] konstruiert. Fiir die
Grade der ersten sechs Folgenglieder gilt dabei:

deg (By(0)(Co)) = n(0) = 0,

deg (Bn1)(C1)) =n(1) =1,

deg (By(2)(C2)) = n(2) = 432, 19
deg (Bys)(C3)) = n(3) = 13824,

deg (Bny(Ca)) = n(4) = 110592,

deg (Bn(s)(Cs)) = n(5) = 3538944.

Bemerkung 3.6. Implementiert man die gegebene Basisfolge (Cy),.cy, von C[0, 1] und
die approximierende Folge der Bernstein-Polynome (By, k) (C)) ey, In €ine geeignete
Mathematik Umgebung (beispielsweise Matlab) und beachtet man, dass der Fehler der
Approximation des k-ten Basiselements Cj durch das 7n(k)-te Bernstein-Polynom fiir
alle k > 2 kleiner als (k) = 27% sein muss (siehe Beweis von Satz 3.5, Formel (3.13)
mit ¢ = 1), so ergibt sich durch sukzessives verkleinern von 7(k):

Die Bedingung || Bz ) (Ck) — Cill . < e(k) ist fiir die ersten sechs k bereits fiir

0)
1)
2)
3)
)
)

3 N
(Il

N

N

4
)

0,
1,
10,
120
476
4

v

592

(
(
(
(
(
A
erfiillt. Wir sehen also, dass die durch unsere Methode konstruierte algebraisch po-
lynomielle Schauderbasis aus Satz 3.5 noch nicht scharf, im Sinne eines minimalen
Gradanstiegs, ist.

Auch wenn noch etwas Spielraum nach unten ist, so wird es mit der von uns verwen-
deten Konstruktionsmethode nicht gelingen, eine Basis ohne exponentiellen Gradan-
steig zu konstruieren. Siehe dazu auch Abbildung 3.2. Dies liegt daran, dass unsere
Approximationschranke (k) exponentiell schnell schrumpft, die Bernstein-Polynome
aber selbst fiir sehr glatte Funktionen nur linear konvergieren (ohne Beweis).

Auf der anderen Seite konnen wir durch unsere Konstruktionsmethode fiir jedes k € Ny
und jede beliebige vorgegebene Schranke j(k) € Ny eine algebraisch polynomielle
Schauderbasis (Ag),cy, konstruieren, deren Grade deg(Ax) > j(k) fiir alle k € Ny
erfiillen. Wir miissen dazu lediglich das k-te Basiselement Cj durch das Bernstein-
Polynom B,,qx{n(k),j(k)} (Ck) approximieren.
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k-Achse

Abbildung 3.2: Logarithmischer Plot der Funktionen n(k) und 7(k).

Bemerkung 3.7. Durch den Isomorphismus I, 3 : C[0,1] — Cla,b] (a,b € R mit a < b)
aus Proposition 2.23 a) erhalten wir aus der algebraisch polynomiellen Schauderbasis
von C[0, 1] aus Satz 3.5 umgehend eine konkrete algebraisch polynomielle Schauderbasis
gleichen Grades fiir den Raum Ca, b].

Nun zur Konstruktion einer dem Grade nach aufsteigend angeordneten trigonome-
trisch polynomiellen Schauderbasis von Cpla — 7, a + 7] mit a € R.

3.2 Trigonometrisch polynomielle Schauderbasis von

Représentativ fiir den trigonometrischen Fall betrachten wir den Raum C)[—m, 7] (ver-
gleiche Bemerkung 2.24). Wie im vorherigen Abschnitt fiihren wir zunéchst einen
sehr elementaren Beweis fiir den Approximationssatz von Weierstrafl fiir den Raum

Cp|—m, m]. Wir betrachten dazu die folgenden Operatoren:

Definition 3.8 (Fejér-Summen und -Kerne). Fiir m € Ny und g € Cp[—m, 7] ist
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die m-te Fejér-Summe von g. Die Abbildung F,, : [-m, 7] — K mit

) 2
. (M) falls = #0

Fp(z):={ mFI\" sin(@/2) (3.19)

m+1 sonst
heifst m-ter Fejér-Kern. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

Satz 3.9. Fiir alle m € Ny ist die m-te Fejér-Summe o, : Cp|—7, 7] = T, (trigono-
metrische Polynome vom Grad < m) ein linearer und stetiger Operator mit

lomll < 1. (3.20)

Weiter ist der m-ten Fejér-Kern I, stetig und besitzt die Eigenschaften

F,(x) >0 Vz € [-m, 7], (3.21)
1
sowie — /Fm(u) du=1. (3.22)
27

Fir alle g € Cp|—m, m] gilt zudem der folgende Zusammenhang zwischen Fejér-Summme
und -Kern:

™
1 1

om(g)(x) = %(g * Fp)(z) = Py /g(m —u)Fp(u)du Vo € [—m, 7. (3.23)

Der Operator ,,x“ ist dabei der sogenannte Faltungsoperator.

Beweis. Sei m € Ny beliebig. Offensichtlich folgt Eigenschaft (3.21) direkt aus der
Definition von Fj,. Fiir die anderen Eigenschaften benttigen wir an dieser Stelle die
aus der Analysis 1 bekannte Darstellung der Fourierentwicklung si zur Ordnung & € Ny
iber den sogenannten k-ten Dirichlet-Kern Dy:

k
Dy(z) :==1+2) cos(jz). (3.24)

j=1

Es gilt Dy € Cp[—n, 7] und man kann zeigen, dass sich der Dirichlet-Kern als

sin((2k+1)z/2)
Dy () L) e falls z #0 (3.25)
2k +1 sonst

darstellen lasst. Weiter besitzt er fiir alle g € C,[—m, 7] die folgende Eigenschaft (siche
[2], Seite 42ff):

™

(9% Dg)(z) := Py /g(x —u)Dg(u)du Vzx € [—7, 7). (3.26)

—Tr
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Daraus ergibt sich die Darstellung der m-ten Fejér-Summe o, als

(3.27)
—g*G Vg € Cp[—m, 7).

i M

* b111near

m m 1
om kz: (3.26 m+ Z%% 9 Di)
1
or 9

BRI -
m+_

=G

Da Dy € Cp|—m,m| Vk € Ny folgt per Definition G,, € Cp[—m,7]. Wir zeigen nun
G = F,,, woraus F),, € Cp[—m, 7] und zusammen mit (3.27) auch die Darstellung der
m-ten Fejér-Summe (3.23) folgen.

Fiir x = 0 erhalten wir:

m

1
Gn(0) = —— Dy (0 2k+1
0) m+1k:0 k(0) 325)m—i—1Z *

1 2m(m—|—1)
Com+1 2

+ (m+ 1)) =m+1 = F..(0).

Ist « € [-m,7\{0}, so folgt aus der Exponentialdarstellung des Sinus

sin(z) = £ *ijm und der geometrischen Summenformel Y z* il %
k=0 *
1 & 1 &sin((2k + 1)z/2)
Gunz)=——=> D = .
(x) m41 P k() (3.25) m+ 1 kz:: sin (x/2)
_ 1 11 i iRk +1)2/2 _ —i(2k+1)z/2
m + 1sin (x/2) 2i =

m

1 . )
_ ix/2 tkx _ —ix/2 —ikx
m—i—lsm(x/? 22( Ze c Ze >

1 1 1 . 1— ei(erl)a: 1—e¢ Z(m+1)z
— - 61&:/274 /2t € T
exiz21 m + 1 sin (2/2) 2i 1 — eix ="

1 1 1 [etlm+z _ 9 + e—t(m+1)z
" m + 1sin(2/2) 2 < eim/2 _ p—iz/2 >

1 1 2 (ei(m+1)fc/2 _ e—i(m+1)z/2)2
© om+1sin(z/2) \ (2i)2 cit/2 _ g—iz/2

1 sin ((m + 1)z /2) B
S om+1 ( sin (x/2) ) Def. Fn ().

Wir haben also

Fo(z) = G (z) Vo € [—m, 7] (3.28)
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und damit insbesondere (3.23) gezeigt. Eigenschaft (3.22) erhalten wir aus

T

1 1 1
— [ Fp(u)d b D d
27 w) u(328) (3.27) 27rm+lz/ () do

—T —T

(324) 27rm+12/ 1+QZCOS]u du (3.29)

m

11
. N (@2r+2.0)=1
T 2mm 14 (”J’ )

wobei die leere Summe gleich 0 sei. Hieraus erhalten wir fiir beliebiges g € Cp[—, 7]
und z € [—m, 7]

s

/g(x —u)Fy,(u) du

™

1

onl)@)| = |- o

(3.27),(3.28) 27

(g% Fin) ()] =

17 1T 3.30
<o [ e =] Faldn < oy [Fatan O
21 ) N——_—— Fn>0 2w

T <l -

= 1ol

und wir erhalten

lom@lle = sup |ow(9)(@)| < gl Vg€ Cpl-m,].
z€[—m,m] (3.30)

Es folgt ||oy, || < 1 fiir alle m € Ny, was den Beweis beendet. O

Mit Hilfe der soeben bewiesenen Eigenschaften der Fejér-Summen, kdnnen wir zeigen,
dass fiir alle g € C,[—m, 7] die m-te Fejér-Summe o,,(g) mit steigendem m gleichméfig
gegen g konvergiert und erhalten dadurch einen konstruktiven Beweis von:

Satz 3.10 (Approximationssatz von Weierstraf fiir Cp[—n,n]). Fir alle g € Cp|—m, 7]
existiert eine Folge von trigonometrischen Polynomen (T,) C %, die gleichmdfig
gegen g konvergiert.

neNp

Beweis. [13], Seite 4f. Sei g € Cp[—m, w]. Wir wihlen als Folge von trigonometrischen
Polynomen die Fejér-Summen von g, (o (g)) C ¥ und zeigen, dass diese gleich-
mifig gegen g konvergieren.

Sei € > 0 beliebig. Da g auf dem Kompaktum [—, 7] auch gleichméfig stetig ist (Satz
von Heine), existiert fiir alle A € (0,1) ein 6 = §(e, A) > 0 mit

meENg

e —yl <6 = |g(x) —g(y)| < Xe Va,y € [—m,7]. (3.31)

Den Parameter A\ € (0,1) verwenden wir spiter, um eine Schauderbasis mit mdoglichst
geringem Gradanstieg zu erhalten. Sei nun = € [—m, 7] beliebig. Der Unterschied von
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g(x) zur m-ten Fejér-Summe von g an der Stelle x kénnen wir durch

lom(g)(z) — g(z)]

T s

— L (e —wPaw)du— = [ Fp(u)du g(a)
21

(3.22),(3.23) | 27

—T

< 5 [ 19t =0~ 9(a)] Fn(u)] du

1 / 90 — 1) — g(&)] |Fom(u)] du
~—_—

2w
0<|ul<d  <)\e, wegen (3.31)
1
tor [ a0~ g@)] [Fa(wlde
d<|ul<m <2|lgll
1
S/\&‘f / |Fm(u)|du+% / I m( )‘du
27 s
0<|u|<m 0<|u|<m
1 ||g|| /
= de— F., F,, 3.32
(3.21) E27r / (u)du ( )
0<|u|<m o<|ul<m
. 2
_ ||g|| / sin ((m + 1)u/2) du
(3.22), Def m+1 sin (u/2)
o<|ul <
2
el 1L,
T om+1 sin (u/2)
6<|ul<m

e 10 m2+1/w<sin<2/2>>2d“

lgll 2/” 1y
<\ =S d
sAet T m+1 sin (6/2) b
5

I9lloe 2 7—0
™ m+1sin(5/2)>
20lglle 1

m+1 sin (§/2)°

=X+

< X+

beschranken, wobei wir in der drittletzten Ungleichung verwendet haben, dass die Funk-
tion sin(z/2) auf [0, 7] monoton steigend ist. Setzen wir nun

_ 2[|9ll o
(1 — Me sin (6/2)*

—1, (3.33)
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so erhalten wir fiir alle m € Ny mit m > M:

2glle 1
Om xr)—glx <
on(@)(0) 9@ 5, 2t T »
2|lgl 1 '
< Jde+ ns = X+ (1-=ANe=¢e.
m>M M + 1 gin (5/2)2 (3.33) ( )

Da z € [—m, 7] beliebig gewahlt war, folgt

Iom(0) =gl = s _lom(9)@) = g(o)] <, & Vim € No mit m > M, (335)
re|—m, .

was der gleichmiéfigen Konvergenz der Fejér-Summen von g gegen g entspricht. O

Bemerkung 3.11. Wir haben mit dem Beweis von Satz 3.10 auch gezeigt, dass fiir alle
g € Cpl—m, 7]

Tim_[ou(9) ~ glloe = 0
gilt. Dies ist, wie wir in Bemerkung 2.18 gesehen haben, eine weit stirkere Aussage als

wir sie fiir die Fourierentwicklung von g, s,,(g) treffen konnen.

Satz 3.12. Sei (C),cy, die im Beweis von Satz 2.23 b), Formel (2.27) vorgestellte
Schauderbasis von Cp|—m, x|, das heifit

Co(x) =1,
L(o—m (252 -) firs (57 1) <o <n (- 1)
bm1 (@)=~ (e (3 -1)) firw (2 -1) <e < (3 -1)
0 sonst

fir allem=1,...,2% 1=0,1,...
Dann ist die Folge der Fejér-Summen (Um(k)(cl/c))keNo C T mit

m
3 . 2k+[logy (k+1)—1]+1

-2
m(0) := 0, m(k) = 3- 282 [Sin ( ) -‘ fiir alle k € N
eine trigonometrisch polynomielle Schauderbasis von Cp[—m, x|. Siehe dazu auch Abbil-

dung 3.8. Sie ist dem Grade nach aufsteigend angeordnet wund es gilt
deg (0, (k) (C,)) = m(k) fir alle k € No.

Beweis. Der Beweis folgt den Schritten des Beweises von Satz 2.25 b) und benétigt
einige Resultate aus dem Beweis von Satz 3.10. Wir setzen daher voraus, dass diese
dem Leser bekannt sind.

Zunichst zum Fall k£ = 0. In Ubereinstimmung mit (2.33) ist

Om(0)(CH)(x) = oo(1)(2) = s0(1)(z) =1 = Cj(z) Vz € [, 7).

Fiir alle k£ € N ist zunéichst festzuhalten, dass per Definition ||C7|_ = 1 gilt. Wei-
ter zeigt man analog zum Beweis in Beispiel 2.12, dass die Basiskonstante beziiglich
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Abbildung 3.3: Die ersten vier Folgenglieder der konstruierten trigonometrisch polyno-
miellen Schauderbasis von C[—m,7].

(C,’C)keNo, K =1 ist. Es reicht uns also zu zeigen, dass fiir alle k € N und beliebiges,
aber festes r € (0, 1) die Bedingung

1
2K

= %(1 — )Pl = (k)

erfiillt ist und somit (2.32) gilt. Um (3.36) zu zeigen, miissen wir zunéchst fiir beliebiges
A€ (0,1) ein §(k) = 6(\,e(k)) > 0 bestimmen, sodass die gleichméRige Stetigkeitsbe-
dingung (3.31) fiir alle C}, erfiillt ist, also fiir alle k € N und z,y € [—n, n] gilt:

[z —y| <(k) = [Cr(x) - Cry)| < Ae(k). (3.37)

Wir setzen

lom) (Cr) = Cill, < NGk (1= r)rtt

(3.36)

§(k) = M;(k) (3.38)
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und zeigen, dass diese Wahl (3.37) erfiillt. Da

me(k) w1 o1 T
= T AZ(1- K
2L (3.36) 2 2( It <
—_—
<1, ¥r,A€(0,1)

5(k) =

gilt, impliziert die Bedingung z,y € [—n, 7] mit |z —y| < §(k) per Definition von C} (x),
dass wir hochstens neun Féille zu betrachten haben:

o Seiz,y€[m (2272 —1), 7 (2% —1)] = I mit |z — y| < 5(k). Es folgt

2! 2!
! !
- = — - < _— pry
Cr(2) = CLy)l = —lv —yl < —3(k) = Ae(k) Vk €N,

Analog die Falle z,y € [T (2m_1 — 1) T (m _ )]

o1 o I und
X,y € (Il @] 12)(: =: I3.

e Seix € I,y € I, mit |z — y| < §(k). Es folgt

2m — 1
xzﬂ'(m2l—1)—(5xmit0§6w§6(k)und

2m — 1
y:w(”;l—l)wymitogayg&(k), 5o + 08, < 0(k)

und daraus weiter

2! 2!
! !
- = = <= —
Cil@) = CL)l = —10x + 8y < —0(k) = Ae(k) ¥k €N.

Analog der umgekehrte Fall z € I,y € I;.
o Seix € I,y € I3 mit |z — y| < (k). Es folgt

xw(2m21_21)+51 mit 0 < 6, < 8(k)

und daraus weiter

2! 2!
! ! /!
Cia) = CL)| = k()] = =8, < Z5(k) = Xe(k) Vh €N
Analog der umgekehrte Fall x € I3,y € I, sowie die Félle z € I,y € I3 und
S I3vy € I2-

Wir haben also insgesamt gezeigt, dass mit 6(k) aus (3.38) die gleichméfige Stetig-
keitsbedingung (3.37) erfiillt ist.
Aus dem Beweis von Satz 3.10, Formel (3.33) wissen wir nun: Falls die Bedingung

2[[Cillo

(1 — Ne(k) sin (@)2

2
= > —1 fiir alle k € N

@38 (1 _ \e(k) sin (“fof’)

m(k) > M(k) = 1

(3.39)
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erfiillt ist, so erhalten wir

Ty (Ch) = Chll . < e(k) fiir alle k € N,
©° (3.36)

also die gewiinschte Gleichung (3.36). Nach dem Beweis von Satz 2.25 b) erhalten wir
damit eine ausreichend gute Approximation unserer Basis (C}), oy, durch die Fejér-
Summen und haben gezeigt, dass auch die Folge (am(k)(C,;))keNO eine Schauderbasis
von Cp[—m, 7] ist.

Wir wollen nun A, r € (0, 1) so bestimmen, dass M (k) méoglichst klein wird. Da 6 (k)
mit steigendem k exponentiell schnell gegen Null konvergiert, ist die Approximierung
des Sinus durch Kleinwinkelndherung eine naheliegende Idee. Wir erhielten dadurch im
Nenner von M (k) eine Abhéngigkeit von A der Form (1 — A\)A?. Man zeigt nun durch

eine einfache Rechnung, dass argmax A?(1 — A) = 2 ist, weswegen wir A =  setzen
A€(0,1)
und
6 12
M(k) (3.39) W\2 ! (3.36) T—ryek-1)2 1 (340)
7 e(k) sin (W?fg,)) (1 = r)rk-lsin (%)

erhalten. Argumentiert man wieder mit der Kleinwinkelndherung des Sinus, so ergibt
sich im Nenner von M (k) eine Abhéngigkeit von r der Form ((1 — r)rk_l)g. Da aber
argmax ((1 —r)rk*1)3 =1-1 =1 (k — oo) gilt, gibt es fiir r € (0,1) selbst mit
re(0,1)

Kleinwinkelndherung keine optimale Wahl und wir setzen r = %, um fir ,kleine* k
einen moglichst niedrigen Grad zu erhalten. Es ergibt sich

_ 3. okt2g LA
M(k) a0 3. 2FT4sin <3 : 2k+l+1) 1.

Zusammen mit [logy(k + 1) — 1] = | verifiziert man nun leicht, dass unsere Wahl
. m -2 . -
m(k) = 3 . 2k+2 [Sm (3 : 2k+(log2(k+1)—11+1> —‘ die Bedingung (3.39), namlich

m(k) > M(k), erfiillt und daher die Folge (0,,x)(C})) ey, C T eine Schauderbasis

von Cp[—m, 7] ist.

Mit Hilfe der Definition von o, iiberpriift man leicht, dass fiir alle g € Cp,[—m, 7],
deg(om(g)) = m gilt und es folgt deg (o, x)(C})) = m(k) fiir alle k € Ny. Da
die Folge m(k) in k offensichtlich streng monoton steigt, ist unsere Schauderbasis
(mr) (CL)),, en, dem Grade nach aufsteigend angeordnet und es folgt die Behaup-
tung. [

Wir haben also eine konkrete Schauderbasis von Cp[—, 7] konstruiert. Fiir die Grade
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der ersten acht Folgenglieder gilt dabei:

deg (0m(0)(Cg)) = m(0) =0,

deg (om(1)(C1)) = m(1) = 360,

deg (0,(2)(C3)) = m(2) = 11232,

deg (0,m(3)(C%)) = m(3) = 89760,

deg (0,,4)(Cy)) = m(4) = 2868672,
deg (0,5 (C%)) = m(5) = 22948608,
deg (0m(6)(Ct)) = m(6) = 183603456,
deg (0,7 (C%)) = m(7) = 1468703232.

Bemerkung 3.13. Implementiert man die gegebene Basisfolge (C}),.cy, von Cp|—, 7]
und die approximierende Folge der Fejér-Summen (o7,x)(C%)), eNo in eine geeignete
Mathematik Umgebung (beispielsweise Matlab) und beachtet man, dass der Fehler der
Approximation des k-ten Basiselements Cj durch die m(k)-te Fejér-Summe fiir alle
k € N kleiner als £(k) = 2=*+1) sein muss (siche Beweis von Satz 3.12, Formel (3.36)

mit 7 = 1), so ergibt sich durch sukzessives verkleinern von m(k):

Die Bedingung o7 (Cy) — Cyll < (k) ist fiir die ersten acht k bereits fiir
m(0) =0,
m(l) = 2,
m(2) =13,
m(3) = 31,
i (4) = 160,
(5) = 349,
(6) = 763,
M (7) = 1843,

erfiillt. Wir sehen also, dass die durch unsere Methode konstruierte trigonometrisch
polynomielle Schauderbasis aus Satz 3.12 noch nicht scharf, im Sinne eines minimalen
Gradanstiegs, ist.

Auch wenn noch etwas Spielraum nach unten ist, so wird es mit der von uns verwende-
ten Konstruktionsmethode nicht gelingen, eine Basis ohne exponentiellen Gradansteig
zu konstruieren. Siehe dazu auch Abbildung 3.4. Dies liegt daran, dass unsere Approxi-
mationschranke (k) exponentiell schnell schrumpft, die Fejér-Summen aber selbst fiir
sehr glatte Funktionen nur linear konvergieren (ohne Beweis).

Auf der anderen Seite konnen wir durch unsere Konstruktionsmethode fiir jedes k € Ny
und jede beliebige vorgegebene Schranke j(k) € Ny eine trigonometrisch polynomiel-
le Schauderbasis (7}),cy, konstruieren, deren Grade deg(T}) > j(k) fiir alle k € Ny
erfiilllen. Wir miissen dazu lediglich das k-te Basiselement C}, durch die Fejér-Summe

Omaz{m(k).j(k)}(C}) approximieren.

Bemerkung 3.14. Durch den Isomorphismus I, : Cp[—m, 7] — Cla — 7, a + 7] mit
a € R aus Proposition 2.23 b) erhalten wir aus der trigonometrisch polynomiellen
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Abbildung 3.4: Logarithmischer Plot der Funktionen m(k) und m(k).

Schauderbasis von Cp[—m,n| aus Satz 3.5 umgehend eine konkrete trigonometrisch
polynomielle Schauderbasis gleichen Grades fiir den Raum Cla — 7, a + 7).

Wir haben nun fiir die Réume C/a, b] und Cpla—m, a+n| polynomielle Schauderbasen
gesehen, die jeweils einen exponentiellen Gradanstieg besitzen. Man kann sich nun
fragen, wie der Grad einer algebraisch beziehungsweise trigonometrisch polynomiellen
Schauderbasis mindestens anwachsen muss? Auf diese Frage gibt das nachste Kapitel
eine Antwort.

41






4 Notwendige
Wachstumsbedingungen der Grade
polynomieller Schauderbasen

Nachdem wir fiir die beiden Réume Cfa, b] und Cy,[a—m, a+7] jeweils eine Schauderbasis
aus algebraischen beziehungsweise trigonometrischen Polynomen mit aufsteigendem
Grad konstruiert haben, wollen wir uns mit dem folgenden Problem beschéftigen:
Wie grofs ist der minimale Anstieg des Grades einer polynomiellen Schauderbasis?
Um darauf iberhaupt die Chance einer Antwort zu haben, setzen wir stets voraus,
dass die vorliegende Schauderbasis dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist. Wir
haben in Satz 2.25 gezeigt, dass die beiden Banachrdume Cla,b] und Cjla,b] jeweils
eine solche, dem Grade nach aufsteigend angeordnete, Schauderbasis besitzen.
Zur Losung des Problems ist es sinnvoll, zunéchst den trigonometrischen Fall zu be-
trachten, da der algebraische Fall darauf aufbaut.

4.1 Trigonometrisch polynomielle Schauderbasen

Im folgendem Abschnitt betrachten wir représentativ. den Banachraum
(Cpl=m, 7], || - || ) (vergleiche Bemerkung 2.24).

Proposition 4.1. Sei (Tk)k-eNo C ¥ eine trigonometrisch polynomielle Schauderbasis
von Cp|—m, 7], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist. Dann gilt:

deg(Ty) > F;-‘ > g fir alle k € Ny . (4.1)

Beweis. [7], Seite 162. Sei k € Ny. Wie man leicht einsieht, ist fiir alle n € Ny die Menge
%, (trigonometrische Polynome vom Grad kleiner gleich n) ein Untervektorraum von
Cp|—m, 7] mit der Dimension

dim(%,,) = 2n + 1. (4.2)
Da die Menge Mj, := {T;|j =0, .., k} wegen Proposition 2.8 linear unabhingig ist und
die T} dem Grade nach aufsteigend angeordnet sind folgt, dass das lineare Erzeugnis

von My, in Zeichen (My), ein Untervektorraum von Tyee (7, ist. Zusammen mit (4.2)
ergibt sich

k+1= dlm((Mk» < dim(‘:deg(Tk)) (4:2) 2 deg(Tk) + 1,

also deg(Ty) > g Da deg(T}y) ganzzahlig ist folgt daraus, die Behauptung. O
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Es stellt sich nun die Frage, ob es moglich ist, dass eine trigonometrisch polynomielle

Schauderbasis (T),cy, von Cp[—m, 7] den Grad deg(7%) = [%] fiir alle k € Ny haben
kann?

Wie wir in Beispiel 2.17 bereits gezeigt haben, ist die trivialste Wahl die diese Grad-
bedingung erfiillt, das trigonometrische System (7%);y, mit

To(z) :=1, Top_1(x) := cos(kx), Tog(x) :=sin(kx) Vk € N,

keine Schauderbasis von Cp[—m, 7]. Der folgende Satz zeigt nun, dass sich Beispiel 2.17
auch auf beliebige dem Grade nach aufsteigend angeordnete trigonometrisch polyno-
mielle Schauderbasen (Ty) ¢y, mit deg(T;) = [4] fiir alle k € No ausweiten lisst. Es
handelt sich um den ersten Hauptsatz dieser Arbeit.

Hauptsatz 4.2 (G. Faber, 1914). Sei (T}),cy, C T eine trigonometrisch polynomielle
Schauderbasis von Cp[—m, 7], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist. Dann
gilt:

> {gw falls 0 <k < ko oder k ungerade

dko € Np : deg(Tk) { B %

> {ﬂ sonst (43)

Beweis. [5]. Sei (Tj),ey, C T eine dem Grade nach aufsteigend angeordnete trigono-
metrisch polynomielle Schauderbasis von C),[—, 7]. Wir zeigen nun, dass fiir allen € N
gilt: Ist deg(T%,) = n, so ist die Operatornorm der 2n-ten kanonischen Projektion

1
| P || > o log(4n). (4.4)

Um daraus keinen Widerspruch zur gleichméfigen Beschrinktheit der Operatornormen
durch die Basiskonstante K > 0 (vergleiche Satz 2.10) zu erhalten, kann die Annahme
deg(Ts,,) = n nur fiir endlich viele n € N erfiillt sein. Zusammen mit Proposition 4.1
ergibt sich daraus die Behauptung.

Sei nun n € N und deg(75%,) = n. Um (4.4) zu zeigen, betrachten wir die folgenden
Operatoren:

SeiTeR. -7 Cp[—m, 7] = Cpl—m, ]
g+ g7 mit g"(x) :=g(x + 7). (Translationsoperator)
Seia €R. Y, : Cpl—m, 7] = Cp|—m, 7]
g9 = Ya(g) mit Yo (9)(2) := Pan(9”) (2 — ).

Um zwei wohldefinierte Operatoren zu erhalten ist zu beachten, dass wir jeden Punkt
x ¢ [—m, 7| stets mit den kongruent eingepassten Punkt o’ € [—m, 7] identifizieren. Wir
beweisen nun einige benétigte Eigenschaften des Operators Y,:

(4.5)

a) Vg € Cp|—m,n],Va € [—m,n] ist die Abbildung o — Y, (g)(z) € K mit g,z fest
stetig:

Sei ap - o € R (kK — 00). Da die stetige Funktion ¢ auf dem Kompaktum
[—7, 7] definiert ist, ist g nach dem Satz von Heine insbesondere gleichmifig
stetig. Folglich gilt

197 = 9%lloc = 0 (k= 00), (4.6)

44



woraus wir

|Pan(97%) (@ — ar) = Pon(9%) (2 — an)| < [[Pan(9™) = Pan (9%l
< | Ponl|[l9™ = 9%lloe = 0 (k= 00) (4.7)
—— (4.6)

<oo

erhalten. Weiter ist zu bemerken, dass P, (¢g*) € Cp[—m, 7] eine stetige Funktion
ist und somit

[Pon(9) (2 — ai) = Pan(9%)(z — )| = 0 (k — o0) (4.8)
gilt. Mit dem Folgenkriterium ergibt sich die gesuchte Stetigkeit schliefllich aus
Yo (9)(2) = Ya(9)(2)] = [Pan(9°*) (2 — ar) — Pan(9%)(z — @)
< |P2n(gak)(x - ak) - P2n(ga)('r - O‘k)‘
—0, wegen (4.7)

+ [Pan(9%) (& — ) — Pan(g”)(x — o)

—0, wegen (4.8)

-0 (k— o0).

b) Vg € Cpl—n, 7],V € [—m, x| ist die Abbildung a — Y,(g)(z) € K mit g,z fest
2m-periodisch. Da sowohl g als auch P, (g) 27-periodisch sind gilt:

Yoi2n(9)(2) = Pon(9°°7) (2w — a = 2m) = Pan(9°)(z — @) = Ya(g)(2). (4.9)
¢) Vg € Cp|—m, ] mit g zusétzlich T-periodisch, Vz € [—m, 7] gilt:
Ya(g)(@=7) = Pon(9°77) (& = (@ + 7)) = Yaur (g7 ) (@) = Yaur(9)(2). (4.10)

d) V¢ € Cpl-m,m| mit g zusétzlich 7-periodisch ist die Abbildung

z+ [ Y,(g9)(z)da € K ebenfalls 7-periodisch:

—T

™

] Valg)o—m)da = [ Yorrlo)a)da

.10)
77r”+7 m (4.11)
—T+T “x

Fiir die letzte Gleichheit haben wir dabei benutzt, dass wir iiber eine ganze
2m-Periode integrieren.

e) Vg € ¥ mit deg(g) = m > n, Va € [—m, 7] gilt:

™
1

5= | Ya(g)(z)da = su(g)(x). (4.12)

— T
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Dies ist zum einen, da aufgrund der angenommenen Voraussetzung an den Grad
von Ty, die Gleichung Pa,(s,(9)*)(x) = s,(g)*(z) gilt. Somit ist die Funktion

T

a— Y, (sn(g))(x) konstant und es folgt i,f Yo (sn(9))(x) da = s,(g)(x).

Fiir alle Anteile an g mit Frequenz w > n folgt aus der angenommenen
Voraussetzung an den  Grad von  Th,, dass die  Funktion
™

r = [ Ya(c,cos(w) + d,sin(w-))(z)da € K ein trigonometrisches Polynom
vom Grad n ist. Aus (4.11) wissen wir aber, dass das Resultat beziiglich = eben-
falls 2Uﬂ—periodisch ist. Es bleibt damit nur die Nullfunktion als Resultat iibrig.
Wire dem nicht so, hiitten wir eine Darstellung eines 2?’T—periodischen trigonome-
trischen Polynoms mit Grad < n < w gefunden. Dies ist ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit der Fourierentwicklung und wir haben somit (4.12) gezeigt.

Wir erinnern uns an dieser Stelle an die in Beispiel 2.17, Formel (2.20) definierte Funk-
tion f. Sie ist ein Beispiel fiir ein trigonometrisches Polynom vom Grad m > n, welche
die Norm || f|lsc < 1 hat und dessen Fourierentwicklung s, (f)(0) > & log(4n) erfiillt.
Setzen wir f in (4.12) ein und betrachten wir die Stelle x = 0, so ergibt sich:
L Y. 0)da = 0 ! log(4 4.13
o [ YalD)(0)da = 5,(£)(0) > 5 log(4n). (413)

—T

Da wir in a) gezeigt haben, dass die Abbildung a — Y, (f)(0) eine stetige Funktion ist,
konnen wir mit Hilfe des Mittelwertsatzes

Jag € [—m, 7] ¢ Y (£)(0) = % / YN > %log(éln) (4.14)

folgern. Wegen [|f*|lcc = ||fllc < 1, ist f* ein geeigneter Kandidat um (4.4) zu
zeigen

[Pl > [[Pen(f)l 2 [Pan(f*)(=0)| = [Yao ()(0)]

lfoollee <1 ap€[—m,7]

1
— log(4
(4?4) 27 og(4n),

was den Beweis beendet. O

Es stellt sich nun die Frage, wie sich der Grad der Schauderbasis (%), cy, ab dem
Index ky € Ny genau verhélt? Insbesondere ist aus dem Satz von Faber nicht ersichtlich,
ob eine Aussage fiir alle hinreichen grofen ungeraden k € Ny getroffen werden kann?
Im Gegensatz zum Hauptsatz 4.2, den G. Faber bereits 1914 beweisen konnte, hat
dieses Problem die Mathematiker noch langere Zeit beschéftigt. Erst 1989 gelang es
Al A. Privalov das Problem endgiiltig zu 16sen (siehe [9] und [10]). Er konnte 1987
zum einen zeigen, dass fiir jede dem Grade nach aufsteigend angeordnete Schauderbasis
(Tk) pen, C % fiir Cp[—m, 7] die Bedingung

dko € Ng,3de > 0 : deg(Tk) > (1 + E) g Vk > ko (415)
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gelten muss. Zum anderen gelang es ihm, fiir alle € > 0 eine dem Grade nach aufsteigend
angeordnete Schauderbasis (T},) oy, C ‘I von Cp[—m, 7] mit

k
deg(T}) < (1+¢) [2—‘ Vk € Ny
zu konstruieren. Wir wollen uns im folgenden mit der Notwendigkeit von (4.15) befas-

sen. Dazu bendtigen wir die folgenden Operatoren und ihre Eigenschaften:

Definition 4.3 (De la Vallée-Poussin Operatoren). Fiir n € N und g € C[—m, 7] ist
der n-te de la Vallée-Poussin Operator V,, definiert durch

Vilg) := 2020-1(9) — on-1(9),
wobel 0., (g) mit m € Ny die m-te Fejér-Summe von ¢ aus Definition 3.8 ist.

Proposition 4.4. Fir alle n € N ist der n-te de la Vallée-Poussin Operator
Vi 1 Cp|—m, 7] = Tap_1 (trigonometrische Polynome vom Grad < 2n — 1) ein linearer
und stetiger Operator mit:

Va(g) =g fir alle g € T, (4.16)
Vi (cos(w-)) =V (sin(w-)) =0 fiir alle w € N mit w > 2n, (4.17)
[Vall < 3. (4.18)

Beweis. [2], Seite 30ff. Sei n € N. Die Wohldefiniertheit und Linearitdt von V;, folgen
direkt aus den Definition von V;, und o,,. Dariiber hinaus gilt fir alle g € Cp[—n, 7]:

2n—1 —1 2n—1
1 1 1 (4.19)
=25~ sk(g) — -~ se(9) ==Y si(g)
k=0 k=0 k=n

Ist nun g € T, so ist si(g) = g fir alle K > n und zusammen mit (4.19) folgt die
erste Eigenschaft (4.16):

2n—1

_Y E 2;: k>n n j{: §=9

k=n

Fiir Eigenschaft (4.17) ist zu bemerken, dass wegen der Eindeutigkeit der Fourier-
entwicklung sg(cos(w-)) = 0 = si(sin(w-)) fir alle k¥ < w € Ny gilt. Folglich erhalten
wir fiir alle w € N mit w > 2n:

1 2n—
Vi — =0
(cos(w (4 o n ,; (cos(w on
1 2n—1
d V, = — = 0.
un (sin(w (4 o n Z (sin(w =
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Wir haben in Satz 3.9, Formel (3.20) gezeigt, dass fiir alle m € Ny die Operatornorm
der m-ten Fejér-Summe |[|o,,|| < 1 ist. Daraus ergibt sich unmittelbar Eigenschaft
(4.18):

IVall = 120201 — onall <2 lozn-1l| + lon-1l] < 3.
—_— =
<1 <1

Wegen der Linearitat von V,, impliziert dies insbesondere dessen Stetigkeit, was den
Beweis beendet. O

Proposition 4.5. Sei (Y,||-|) ein endlich-dimensionaler normierter K-Vekorraum
mit dim(Y) = n € Ng. Ist X ein Untervektorraum von Y mit dim(X) = m < n, so
existieren n — m lineare und stetige Funktionale Ly, ..., L,_m € Y™, sodass

X={yeY|L(y) =0 firalei=1,...,n—m}

Beweis. Fiir den Fall m = n ist nichts zu zeigen.

Sei deshalb m < n. Da X selbst ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum ist
besitzt er eine Hamelbasis. Es existieren also x1,...,x, € X, sodass deren lineares
Erzeugnis

(1,...,xm) =X

ist. Da auch Y endlich-dimensional ist, konnen wir die linear unabhingige Menge
{z1,...,2,} 7u einer Hamelbasis von Y erginzen, das heifit es existieren
Y1y - v vy Yn—m € Y mit

Y = <1’1,. -'7mmvy17'--ayn—m>~

Wir definieren unsere linearen Funktionale L4, ..., L,_,, nun durch

Li(y;) := 1 und Ly, yi=0Ve=1,...,n—m.

----- Tm Y1s--Yi—1,Yit+15--Yn—m

Wegen der Endlich-Dimensionalitit von Y sind diese stetig. Ist nun « € X, so folgt
unmittelbar aus der Definition der Funktionale:

Li(z)=0 Vi=1,...,n—m.

Sei nun y € Y mit L;(y) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n — m. Mit der Hamelbasis von Y
besitzt y die Darstellung

m n—m
Yy = Z)‘ixi + Z Wiy it A, A, 1, - - e in—m € K geeignet
i=1 i=1

und wir erhalten aus der Linearitdt der Funktionale

m

0=Li(y) = Z)\iLi(xi) + Z piLii(ys) Do M Vi=1,...,n—m.
i=1 ’

i=1

Damit besitzt y die Darstellung y = Z Aix; und es folgt y € X, also insgesamt die
i=1

Behauptung. O
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Wir wollen mit Hilfe der Eigenschaften der de la Vallée-Poussin Operatoren die
Richtigkeit des folgenden Lemmas zeigen. Dieses ist mafigeschneidert um im Anschluss
die Notwendigkeit von (4.15) zu beweisen.

Lemma 4.6. Es ewistiert ein C > 0, sodass fiir alle n € N und fiir alle linearen und
stetigen Operatoren U : Cp|—m, 7] = T, gilt:

Ezistiert ein m € No mit m < n und ein (2m + 1)-dimensionaler Untervektorraum
Xom+1 von T, sodass U(g) = g fir alle g € Xopy1, so geniigt die Operatornorm von
U der folgenden Ungleichung:

U]l > Clog <n_”m> . (4.20)

Beweis. [7], Seite 163f. Sei zundchst n > 17. Wir definieren [ := n —m > 0 und
!
betrachten den Fall, dass m > 12n (& n > 161). Weiter sei k := L EJ > 2 und

16 1l
w = 4lk.
Wir betrachten nun wieder die Funktion
1 2k +1
U(x) = isin( i |z]) € Cpl—m, 7]

aus Beispiel 2.17, Formeln (2.17) und (2.18). Es gilt ||¥]| < % und

ity % +1
1t 2k 12 — (25)2
= +1) = (2))
k—1 1
[ .
2k+1+2j Ry

1 1 TR
L z—z/ dx
s 2j—1" w4 2z — 1 (4.21)
J

sk-1(¥)(0) =

1 1 1
= / ] dx = o (log(4k + 1) —log(3))
2

1 log(9) — log(3)

11
— log(4k + 1) > — = log(2(k + 1
2 2r 1og(®) og(4k +1) > o2 log(2(k + 1))

=:C"
= C"log(2(k + 1)).
Wir definieren nun f := Viis (¥(:) — agcos(k-) — ... — apqscos((k + 3)-)), wobei
Vie+s der (k+3)-te de la Vallée-Poussion Operator und ay, . . ., ap+3 die Fourierkoeffizi-

enten von ¥ sind. Wir erhalten damit eine Funktion f mit den folgenden Eigenschaften:

a) f ist ein gerades trigonometrisches Polynom vom Grad 2k + 5 und enthélt keine
Terme der Form cos(kz), ..., cos((k + 3)x):
Da ¥ stiickweise stetig differenzierbar ist konvergiert die Fourierentwicklung von
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¥ gleichméfig und mit der Linearitét, Stetigkeit und den restlichen Eigenschaften
von Vi3 folgt:

1

f(z) = ngJ,_g (U(-) —ag cos(k-) — ... — agyz cos((k + 3)-)) (z)
1 a k—1 00
0 ) )
= ng_g.g > + Z a; cos(j-) + Z a; cos(j-) | (z)
j=0 j=k+4
1 k—1 0o
- 2| % , i
i 7 | 2 L VG + 3 0 bhs(eoni) o)
= j=k+4
1 k— 2(k+3)—1
ag )
i (Dt s 2 wtentiny
=0 j=k+4
1 e =2 2k+45
-2 cos( i ! cos(i
=513 + Zaj cos(jx) + Z aj cos(jz)
7=0 j=k+4
mit aj, 4, ..., a9, 5 € K geeignet.
b) Esist | f]l.. <1
Wir betrachten die Betrige der Fourierkoeffizienten ag,...,ax+s von ¥, wobei
wir in Beispiel 2.17 bereits a; o) %Mﬁ gezeigt haben.
Man zeigt leicht, dass der Betrag des k-ten Fourierkoeffizienten |ag| = %i’;—ﬁ
in Abhéngigkeit von k streng monoton fallend ist. Dieser ist daher beschrinkt
durch:
22k+1 24+1 10
lax| = =

7dk+ 1452 m8+1 O

Fiir die Betrige der Fourierkoeffizienten |aj11|, |ak+2], |ak+3| zeigt man schnell,
dass diese in Abh#ngigkeit von k streng monoton steigend sind. Sie sind daher
durch den jeweiligen Grenzwert k — oo beschrénkt. Es folgt

22k+1<22 1

el = s S il T
2 2%+1 _22 1

a2l = s S 512 3
2 2%+1 _22 1

lssl = S0r 35 S w20~ Bn

Zusammen mit || ¥||o, = 3 erhalten wir daraus:

1
Iflloe < g IVessll (N 1lo + lar] + ... + lar+s])

1./1 10 1 1 1
s3lo g to gt ) <L
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c) sk—1(f)(0) - L5,-1(0)(0) ( > : % log(2(k + 1)) mit C" > 0 feste Zahl.
a 4.21

Sei nun ¢ € [—7, 7]. Wir definieren die Abbildungen

@] € Cpl—m, 7], ¢i(x) := sp—1(f)(u(z — ¢))S(2), (4.22)
@5 € Cp[—m, 7], p5(x) = (f — sk—1(f)) (u(z — ¢))S(z) und

¢°(2) = ¢i(z) + () = f (u(z — ) S(z), (4.23)
wobei S € T\ {0} so gewdhlt ist, dass ¢§ € Xopm4q fiir alle ¢ € [—m, 7). Dass dies

moglich ist, liegt an den folgenden Feststellungen:
Fir S € gy beliebig ist die hochst mogliche Frequenz von ¢f gleich

p(k —1) + 21k < 41k = 4ZL\fJ <4l (\/jl)2 = n und folglich ist ¢§ € T,,. Deshalb
und da sich der Raum Xo,,, 1 eindeutig als Nullstellenmenge von 2/ linearen und steti-
gen Funktionalen Ly, ..., Ly € (T,,)" charakterisieren lésst (siehe Proposition 4.5), ist
die Bedingung ¢ € Xo,, 41 fiir alle ¢ € [—7, 7] aquivalent zu:

L;(S)=0, Li(cos(w-)S()) =0, L;(sin(w)S(-)) =0
firallei=1,...,2; w=u,2u,...,(k—1p.
Dies entspricht 21 (2(k — 1) 4+ 1) = 2 (2k — 1) linearen homogenen Gleichungen fiir die
41k + 1 Koeffizienten fiir S € Ty Wir haben also stets eine nicht-triviale Lésung des
Gleichungssystems, welches unser gesuchtes S € To;,\ {0} festlegt. Ohne Einschrin-

kung koénnen wir aulerdem fordern, dass ||S|, = 1.
Da [|¢°le < IfllllSlle < 1 ist, werden wir ein geeignetes cq € [—m, 7| kon-
(4.23) b)

struieren und zeigen, dass ¢ der richtige Kandidat ist, um (4.20) zu erhalten. Wir
betrachten dazu dhnlich wie im Beweis von Fabers Satz 4.2 die Abbildung
h:[-m7] =K
¢ h(c) := U(¢)(c) = U(pi)(c) + U(¥5)(c),
wobei U die lineare und stetige Abbildung aus den Voraussetzungen des Satzes ist. Wir

wollen zunéchst zeigen, dass h eine stetige Abbildung ist. Sei dazu
¢ — ¢ € [-m, 7| (k — o0), dann erhalten wir

[h(e) = hlex)l = [U(#°)(c) = U (™) (cr)]
<NU (@) (e) = U (@) (er) [ + 1U(#° = o)l

< U@ (e) =U(¢°)(ck)|
(4.23)

(4.24)

—0, da U(¢°) stetige Funktion

+ U ISl I1F (- =€) = Flu(- = er))ll
~ ——

<oo =1 —0, da f auf Kompaktum glm. stetig
=0 (k— o0)

und haben mittels des Folgenkriteriums gezeigt, dass h eine stetige Abbildung ist.
Per Konstruktion gilt ¢§ € Xa,4+1 und es folgt aus den Voraussetzungen, dass

Ulpi)(c) = ¢ilc)

Vor. (4.22)

sk—1(f)(0)S(c) fiir alle ¢ € [—m, 7] (4.25)
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gilt. Folglich ist ¢ — U(¢$)(c) € Tak, da S € To.

Da U nach %, abbildet, kénnen wir mit Hilfe der Additionstheoreme fiir trigono-
metrische Funktionen zeigen, dass sich die Abbildung x — U(p5)(x) als

1 2k+5

= S deos(inl- —)SC) | @)

VD6 o, U5 X

2k+5

U linear j_zk;r4 5 (COSU#C) a;U(cos(jp-)S(-))(x)

€Tn

+sin(jpe) U sinGie)S(0) (o)

€Ty

2k+5

= Y (@) cos(juc) + d;(z) sin(jpc)) Ve € [~ ],
j=k+4

mit cxiq,dpt4a,- -, Cok+5,dok+5 € Ty geeignet

darstellen lésst. Es folgt, dass die Abbildung ¢ — U(¢$)(c) von der Form

245
U(p5)(c) = Z (cj(c) cos(juc) + dj(c) sin(juc))
=kt
(2k+5)p+n
= Z e; cos(je) + f;sin(je), (4.26)
J=|(k+4)p—n|
mit €| (xrayu—nls fl(k+4)p—nls - - > €@k+5)utns J2k+5)u+n € K geeignet

ist. Die letzte Gleichheit iiberlegt man sich dabei aus den folgenden, aus den Additi-
onstheoremen fiir trigonometrische Funktionen leicht zu zeigenden, Identitéten:

Vo, € K: sin(a)sin(3) = % (cos(a — B) — cos(a + B3))
cos(a@) cos(f) = % (cos(a — B) + cos(a + B)) (4.27)
sin(«) cos(f) = % (sin(a — B) + sin(a + f)) .
Da der niedrigsten Index von (4.26) wegen

E+dDu—n=4k>+4k)—n > k> +2%k+1)—n=4l(k+1)> —n
H k>2

2
n

>4 — | —n=

_l( 4l> n=0

(4.28)
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positiv ist folgt, dass die niedrigst mogliche Frequenz von ¢ — U(¢$)(c¢) durch

Dyu—n| = (k+Dpu—n= )4k — Ak+1)2—n+4
|(k+4)p n\(ug)( +4)p—n=(k+4)4lk nk; I(k+1)°—n+ 4k

2
[n

>4 — ] = 4k =4

> l( 41) n + 4lk = 41k

nach unten beschriankt ist.
Wir betrachten nun den 2/k-ten de la Vallée-Poussin Operator Vo;;,. Mit der Stetigkeit
von h ist Vo (h) wohldefiniert und wir erhalten mit Proposition 4.4:

Vane(R) (@) = Vo (Up1) () )(e) + Vaun( Uloa) () )(e)]
deg(...)<2lk deg(...)>4lk

= Upi)()] =) |sk-1(£)(0)S(c)] (4.29)

(4.16),(4.17) (4.2
/

>) % log(2(k + 1))|S(c)| fiir alle ¢ € [—m, 7).

Daraus folgt weiter
1 c’ c’
Ihlle 2 SlVar()lloe > 7 log2(k +1)) ISl = - 1og(2(k +1))  (4.30)
(4.18) (4.29) 15 —— 15
=1

und wir erhalten schliefllich

C/
sup  [|U(¢%)]lo = sup  [U(¢)(e)| = [Ihll, = ——log(2(k+1)).  (4.31)
(a30) 15

c€[—m,m] c€[—m,m)

Wir wollen nun den Satz {iber die Existenz eines Maximierers {iber kompakten Mengen
benutzten. Es bleibt dazu zu zeigen, dass die Abbildung ¢ — ||[U ()], stetig ist. Sei
dafiir ¢, — ¢ € [, 7] (kK — 00). Es gilt

U@ oo = 1T ool < 1U(@°) = U™ )loo < MU l9® = 0 [l
< U ISllo [1f (- =€) = f(pl- = cr))lloc = 0 (k— o0)
(4:23) N

<oo =1 —0, da f auf Kompaktum glm. stetig

loo

und wir erhalten mit dem Folgenkriterium die gesuchte Stetigkeit. Wir kénnen nun aus
(4.31) folgern, dass

!

, . c
deo € [=m, 7] U@ loo = sup U()o > 7 log(2(k +1))
c€[—m,m] (4.31) 15

> Ciog (2,2 ) = & "
=158 )30 %\ nom

gilt. Mit [|p%]| < 1 folgt:

10 > Clog (”)
n—m
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wobei C := 55 = 555-5 = 155 > 0 eine von n,m,U und Xs,, 1 unabhéngige feste

Zahl ist.
Nun zu dem Fall, dass %” > m > 0. Da durch die Voraussetzungen des Satzes stets
eine Funktion ¢’ € Xo,,41 mit ||¢|, = 1 und U(g’) = ¢’ existiert, erhalten wir:

oo —
’

U= sup (U9l > U@ =19l =1 (4.32)
9€Ch,llgll =1 9l =1

Daraus erhalten wir die Behauptung fiir diesen Fall:
1

n n
ul > 1> log(16) = C’1 _— > C'1 .
U1 2, 1> g5 108(16) = C"log (= n) e ()

Die letzte Ungleichung folgt dabei unmittelbar aus der strengen Monotonie des Loga-
rithmus. Wir haben damit die Behauptung fiir alle n > 17 gezeigt.
Sei nun n < 17. Wegen

U:Cpl—m7] =%, < %7
und X2m+1 < r«ijn < El?

konnen wir fiir diese n ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass n = 17
ist. Da wir diesen Fall bereits betrachtet haben, beendet dies den Beweis. O

Es ist mit Hilfe von Lemma 4.6 nun ein leichtes, die Notwendigkeit der Privalov’schen
Bedingung fiir den trigonometrischen Fall zu beweisen. Dies ist der zweite Hauptsatz
dieser Masterarbeit.

Hauptsatz 4.7 (Al. A. Privalov, 1987). Sei (Tk);cy, C T eine trigonometrisch poly-
nomielle Schauderbasis von Cp[—m, 7], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist.
Dann gilt:

ko € No,3e > 0: deg(T}) > 3 falls 0<k <k
,Je . de >
0 0 Lk (L1+¢e)% sonst

(4.33)
Beweis. [7], Seite 162. Aus Hauptsatz 4.2 folgt: Es existiert ein ko € No mit deg(7}) > £
fiir alle k € Ny und deg(T}) > g fiir alle geraden k > ko. Es geniigt also den Fall k > kg
zu betrachten.

Fiir alle geraden & = 2m > ky mit m € Ny gilt mit dem Satz von Faber, dass
Xom+y1 = (To,T1,...,Tom) ein echter (2m + 1)-dimensionaler und beziiglich Ps,,
invarianter Untervektorraum von Tgeg(r,,) ist. Wir kénnen daher Lemma 4.6 mit
n = deg(Tam) und U = Py, (2m-te kanonische Projektion) anwenden und erhalten:

Tom
3C > 0:Vm € Ny mit 2m > ko : || Pam || > C'log (m> . (4.34)
2m) —

Durch die gleichméfige Beschranktheit der Projektionen durch die Basiskonstante
K > 0 (vergleiche Satz 2.10) kénnen wir daraus

deg(Tom) )

K> ||Py,|| > Clog| —————————
Z [P (4.34) & (deg(sz) —-m
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schliefien, was zusammen mit €’ := ﬁ > 0 dquivalent zu

oK/C

deg(TQm) > m

m=(1+¢)m (4.35)
ist. Durch die Riicksubstitution m = % folgt (4.33) fiir alle geraden k.

Fiir alle ungeraden k > kg wollen wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit anneh-
men, dass ko sowohl gerade (= k > ko), als auch so grof ist, dass

1
ko> 145 (4.36)

gilt. Dies konnen wir, falls nicht erfiillt, durch Vergréflern von kg stets erreichen. Da

die Schauderbasis (T}),cy, dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist, erhalten wir

mit € := % > 0O
0 (4.36)

deg(Ty,) > deg(Ty—1) > (1+¢€') kot > (1 4—»3’)1 (k - k)

(4.35) 2 k>ko 2 ko
1. k k()é:/ - EI —1 k
=1+H1-—)==(1+ ———7— ) =
(+e- )y = (14 25520 S
k
= ]_ —
(1+e)5,
was den Satz auch fiir ungerade k beweist. Zusammen mit ¢’ > ¢ > 0 folgt insgesamt
die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 4.8. Die Aussage aus Hauptsatz 4.7 ldsst sich durch den gradinvarianten
Isomorphismus I, aus Proposition 2.23 b) leicht auf alle dem Grade nach sortierten
trigonometrisch polynomiellen Schauderbasen der Réume Cpla — 7,a + 7] mit a € R
verallgemeinern.

Bemerkung 4.9. Da der Grad eines trigonometrischen Polynoms stets eine ganze Zahl
ist, erhalt man aus Bemerkung 4.8 unmittelbar die folgende, leicht starkere Aussage:
Fiir jede trigonometrisch polynomielle Schauderbasis (7),cy, C T von Cpla—m,a+ 7]
mit a € R, die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist gilt:

(5] falls 0<k<ko

Jko € Ng,de > 0: deg(Ty) >
0 0= 8 k){ [(1+¢) %] sonst

Wir wollen uns nun dem algebraischen Fall zuwenden.

4.2 Algebraisch polynomielle Schauderbasen

Wir wollen im Folgenden die Aussagen des vorherigen Abschnitts auf den Raum Ca, b]
mit einer dem Grade nach aufsteigend angeordneten algebraisch polynomiellen Schau-
derbasis (Ay),cy, iibertragen. Représentativ betrachten wir den Fall a = —1, b =1
(vergleiche Bemerkung 2.24).

Die wesentliche Beweisidee fiir den algebraischen Fall besteht darin, die Substitution
x = cos(t) durchzufithren und eine analoge Aussage wie Hauptsatz 4.7 fiir gerade
2m-periodische Funktionen zu beweisen.
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Definition/Proposition 4.10 (C{[—n,7]). Der Raum der geraden 27-periodischen
Funktionen auf dem kompakten Intervall [—m, 7], kurz

Co[—m,n]:={f € Cp[—m,7] | f gerade, das heifst
f(z) = f(—=) fir alle z € [-7, 7]},

ist zusammen mit der Supremumsnorm |- ||, = sup |- (z)| ein unendlich-dimen-
z€[—m,m]
sionaler Banachraum.
Weiter bezeichnen wir mit 9 := {T € T | T(z) = T(—x) Vz € R} die Menge aller
geraden trigonometrischen Polynome und mit TJ :=T9 N T, die Menge aller geraden
trigonometrischen Polynome vom Grad hdchstens n.

Beweis. Offensichtlich ist CJ[—, 7] ein unendlich-dimensionaler Untervektorraum von

Cp|—m, w]. Wir zeigen, dass dieser auch abgeschlossen ist.

Sei (fi)pen, € Cyl—m, 7] mit klim f = f € Cpl—m, 7] und = € [—m, 7] beliebig. Aus
—00

0<|f(@) = f(=2)| < [f(2) = ful@)| + |fu(z) — f(=2)|
= @) = fe@) + [fe(=2) = f(=2) <2[f = frllo = 0 (k = 00)

€0} (o)
folgt, da x beliebig gewéhlt war, bereits f € CJ[—m,n]. Damit ist (CJ[—m, 7], - [|,)
als abgeschlossener Untervektorraum des Banachraumes (Cp,[—m, 7], || - ||,) (vergleiche
Proposition 2.14) selbst ein Banachraum und es folgt die Behauptung. O

Wir wollen nun zeigen, dass der algebraische Fall dquivalent zum Fall der geraden
trigonometrischen Funktionen ist. Wie bereits erwdhnt, besteht die wesentliche Idee
darin, die Substitution & = cos(t) durchzufiihren. Da aber der Kosinus auf dem Inter-
vall [—m, 7] keine Bijektion ist, beschrinken wir uns dabei auf den Raum C0, 7). Wie
das folgende Lemma zeigt, konnen wir diesen Raum mit dem Raum der geraden 27-
periodischen Funktionen identifizieren. Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir bei
trigonometrischen und auch algebraischen Polynomen in Rdumen mit eingeschrinktem
Definitionsgebiet auf das Hinschreiben der Einschriankung auf das jeweilige Definitions-
gebiet verzichten, da sich diese stets aus dem Kontext erschliefsen 1asst.

Lemma 4.11. Es ezistiert ein isometrischer Isomorphismus Isp_, : C[0, 7] —

Cg[fw,ﬂ, der gerade trigonometrische Polynome auf eben solche abbildet. Ferner er-

fullt dieser
deg(T) = deg(Isp—p(T)) fiir alle T € 9. (4.37)
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
Ispsp : Cl0, 7] = Cf[—7, 7]
9 = Lposp(g) mit Iopsp(g)(2) = g(Jz])

und zeigen, dass diese ein isometrischer Isomorphismus ist. Offensichtlich ist I,
wohldefiniert und linear. Wegen

Hsp-p(@lloe = sup |g(lz)] = sup [g(z)] = llgll

z€[—m,m] z€[0,7]
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ist Ispp isometrisch und damit insbesondere stetig und injektiv. Ist f € CJ[—m, 7]
gegeben, so ist g := f[o,- ein Urbild von f unter I, ., und wir haben insgesamt
gezeigt, dass die Abbildung I,,—,, stetig und invertierbar ist. Die Inverse I s_pl_,p ist
ebenfalls isometrisch und damit insbesondere stetig. Damit ist die Abbildung Ig,—,,
ein isometrischer Isomorphismus ist.

n

Sei nun C[0,7]N%9 5T = ag+ Y a cos(k-). Trivialerweise hat die gerade Fortsetzung
k=1

Isp—sp(T), von dem auf dem Intervall [0, 7] definierten geraden trigonometrischen Poly-
nom T, auf das Intervall [—, 7] die gleiche Darstellung wie T'. Es folgt I,,_,(T) € T9
und deg(T) = deg(Isp—p(T)). Da dies ebenso fiir das Nullpolynom gilt, beendet dies
den Beweis. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Eigenschaften der Grade algebraisch polynomieller
Schauderbasen in C[—1,1] dquivalent sind zu den Eigenschaften der Grade gerader
trigonometrisch polynomieller Schauderbasen in CJ[—, «]. Dies bedeutet so viel wie:

Satz 4.12. Es existiert ein isometrischer Isomorphismus I, : C[—1,1] — CJ[—m, 7],
der algebraische Polynome auf gerade trigonometrische Polynome abbildet. Ferner er-
fullt dieser

deg(A) = deg(I,—p(A)) fiir alle A € 2. (4.38)
Beweis. [7], Seite 164. Wir zeigen, dass die Abbildung

Losssp : C[-1,1] = C[0, 7]
J e Lassp(f) mit Lo sp(f)(2) := f (cos(z))

ein isometrischer Isomorphismus ist. Die Abbildung I,_,s, ist offensichtlich wohldefi-
niert und linear. Sei nun f € C[—1,1]. Wegen

[Lassp(f)lloo = sup |f(cos(z))| = sup [f(@)] =[]l
z€[0,7] T/—? ze[—1,1]
€l-1,1

ist I,_,sp isometrisch und da linear, insbesondere injektiv und stetig. Fiir die Surjek-
tivités sei g € C[0, 7). Da der Kosinus auf dem Definitionsgebiet [0, 7] invertierbar ist,
erhalten wir durch f(x) := g(arccos(z)) eine wohldefinierte und stetige Funktion. Diese
ist wegen

Lo sp(f)(2) = f(cos(x)) = g(cos(arccos(x))) = g(x)

ein Urbild von g unter I,_, s, und I,_, s, somit insgesamt stetig und invertierbar. Folglich
existiert die Inverse I} _ . die ebenfalls isometrisch und insbesondere stetig ist. Wir

haben also gezeigt, dass I,—,s, ein isometrischer Isomorphismus ist.
n .
Seinun A > A= )" ¢;27 ein algebraisches Polynom vom Grad n € Ny U{—o0}. Mit
j=0
Hilfe der Exponentialdarstellung des Kosinus, dem binomischen Satz und der Symme-
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trien von Sinus und Kosinus zeigt man, dass fiir alle j € Ny

i —iz\J J .
3 1xr 1r 1 3
cos’ (x) = (6 +26 ) =5 Z <2> ek

k=0

L3~ ( o |
= > (k> (cos((2k — j)z) + isin((2k — j)z))
k=0
1 [ i
= 2—] Z (k) COS((2]€ — ])I’) = Z dk COS(]CI)
k=0 k=0
mit do,...,d;—1 € R geeignet und d; =277t £0

ein trigonometrisches Polynom vom Grad j ist. Folglich ist
n
Ioysp(A)(2) = Z cjcos!(z) = 279% e, cos(nx) + ...+ pycos(x) + po
J=0 #0, falls n€Ng

mit pg,...,pn—1 € K geeignet
ein trigonometrisches Polynom vom Grad n, woraus
deg(A) = deg(ly—sp(A)) VAe A (4.39)

folgt. Man beachte, dass in Formel (4.39) links der Grad eines algebraischen und rechts
der Grad eines trigonometrischen Polynoms steht.

Sei (Isp—p) der isometrische Isomorphismus aus Proposition 4.11. Dann ist die Ab-
bildung

Ia%p = Ispﬁp o Ia%sp

als Komposition zweier isometrischer Isomorphismen selbst ein isometrischer Isomor-
phismus. Wegen

deg(4) = deg(Lasop(4)) =

(3 9% (Isp—sp © Tassp(A)) = deg(lop(A)) YA €A

ist Iq—p der behauptete isometrische Isomorphismus. O

Folgerung 4.13. Der Banachraum (C§[—m, 7], - [|,) besitzt eine gerade trigonome-
trisch polynomielle Schauderbasis (T}) C X9 mit deg(T)) < deg(T/,,) fiir alle
k € Ny.

keNy

Beweis. Mit Satz 2.25 besitzt der Banachraum (C[—1,1],|| - || ) eine dem Grade nach
aufsteigend angeordnete algebraisch polynomielle Schauderbasis (Ay);cy,. Aus Satz
2.20 folgt nun, dass mit dem Isomorphismus I,-,, aus Satz 4.12 die Folge
(Lasp(Ak)) ey, €ine dem Grade nach aufsteigend angeordnete gerade trigonometrisch
polynomielle Schauderbasis von (CJ[—m, 7], || - || ) ist. O

o8



4.3 Gerade trigonometrisch polynomielle
Schauderbasen

Wir haben mit Satz 4.12 zusammen mit Satz 2.20 gezeigt, dass es fiir die Analyse
der Grade algebraisch polynomieller Schauderbasen in C[—1,1] ausreicht, die Grade
gerader trigonometrisch polynomieller Schauderbasen in Cg[—w,w] zu studieren. Dies
werden wir nun in dhnliche Art und Weise wie fiir den Fall C),[—7, 7] machen.

Proposition 4.14. Sei (Tlf)keNg C %9 eine gerade trigonometrisch polynomielle
Schauderbasis von Cg[—mw], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist. Dann
gilt:

deg(TY) > k fir alle k € Ny .

Beweis. Sei k € Ny. Da die Menge My, := {Tp,..., T} wegen Proposition 2.8 linear
unabhéngig und die Folge (T}) keNo dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist, ist
das lineare Erzeugnis von My, in Zeichen (M}), ein Untervektorraum von 7

deg(T}{)"
Offensichtlich gilt
E+1=dim((My)) < dim(Tgeg(Tg)) =deg(TY) + 1,
woraus die Behauptung folgt. O

Wir beweisen nun den Satz von Faber fiir den Fall gerader 2m-periodischer Funktio-
nen, welcher zugleich unser dritter Hauptsatz ist:

Hauptsatz 4.15 (G. Faber, 1914). Sei (T,f)keN0 C %9 eine gerade trigonometrisch

polynomielle Schauderbasis von CJ[—m, n], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet
ist. Dann gilt:

>k falls 0<k<kg

(4.40)
>k sonst

dko € Np : deg(T,f) {

Beweis. [5]. Der Beweis verfolgt dhnliche Ideen und Schritte wie der Beweis des Haupt-
satzes 4.2. Es ist jedoch nicht zwingend erforderlich, dass dieser dem Leser bekannt ist.

Sei (T7) reN, C T9 eine dem Grade nach aufsteigend angeordnete gerade trigonome-
trisch polynomielle Schauderbasis von C¢[—, w]. Wir zeigen nun, dass fiir alle n € N
gilt: Ist deg(T?) = n, so ist die Operatornorm der n-ten kanonischen Projektion

1
1Pall > 4~ log(4n). (4.41)
/I

Um daraus keinen Widerspruch zur gleichméfigen Beschranktheit der Operatornormen
durch die Basiskonstante K > 0 (vergleiche Satz 2.10) zu erhalten, kann die Annahme
deg(T¥¢) = n nur fiir endlich viele n € N erfiillt sein. Zusammen mit Proposition 4.14
ergibt sich daraus die Behauptung.

99



Sei nun n € N und deg(T¢) = n. Wir definieren uns die folgenden Operatoren:

Sei a € R. hy : Cpl—m, 7] = CJ[—m, 7]

a+x oa—x 4.42
9+ halg) mit ha(g)(x) = 297 );9( ) (442)
Zo: Cpl-m,7] = T,

g Zo(g) mit Zo(g)(x) := Py(ha(g))(z — ). (4.43)

Um zwei wohldefinierte Operatoren zu erhalten ist zu beachten, dass wir jeden Punkt
x ¢ [—m, m] stets mit den kongruent eingepassten Punkt 2’ € [—m, 7] identifizieren. Wir
beweisen nun einige bendtigte Eigenschaften der beiden Operatoren:

I) Vg € Cpl—m, 7|,V € [—m,n] ist die Abbildung o — Z,(g)(z) € K mit g,z fest
stetig:
Sei o, — a € R (k — 00). Da die stetige Funktion g auf dem Kompaktum [—, 7]
insbesondere gleichméfig stetig ist (Satz von Heine) gilt

llg(or +-) —gla+-)||o =0 (k— o0) und

(4.44)
lg(ex =) —gla=-)llo =0 (k= o0)
und wir kénnen
1P (o (9)) (2 — ar) = Pa(ha(9))(z — ax)]
< [1Pu(hay (9)) — ( (9))|| <Pl [[Pa(9) = Pa(9)ll oo
(4.42) ~~~
<00 50, wegen (4.44)
—0 (k— o0)
schliefen. Da P, (hq(g)) € %, insbesondere eine stetige Funktion ist folgt
|Pp(ha)(xz —ag) — Py(he)(z—a)| = 0 (k— 00) (4.46)

und wir erhalten die behauptete Stetigkeit aus

1 Zai(9) () = Za(9) ()| = [Pa(ha, (9))(® — i) — Pa(ha(g))(z — o)
< [Po(ha,(9)) (@ — ag) — Pu(ha(9))(z — a)
—0, wegen (4.45)
+ | Pa(ha(9))(@ — o) — Pa(ha(g))(x — o)

—0, wegen (4.46)

=0 (k— o00).
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) Vg € Cp[—m,7],Vk € N ist die Abbildung = — 5= [ cos(ka)P,(g)(z — a)da,
2Tﬂ—periodisch:

S /cos(ka)Pn(g)(:z: + o o) da
2m k

1 r 27
=5 /cos(ka —2m) P, (g)(z + -~ o) da

T
1
Subst. 27

—_—

cos(ka)P,(g)(x — o) da

|y

=5 cos(ka) Py (g)(z — ) da.

Fiir die letzte Gleichheit haben wir dabei benutzt, dass wir iiber eine ganze
2m-Periode integrieren.

IIT) Vk € N,V € [—, 7] gilt

Lcos(kx) fallsk <n

- !
o /cos(ka)Pn(cos(h))(x —a)da = {

0 sonst

Fiir k > n ist die linke Seite wegen II) 2Z-periodisch in . Da aber P, (cos(k-))(z)
wegen der Voraussetzung deg(7¢) = n in x ein trigonometrisches Polynom vom
Grad n < k ist, bleibt einzig die Nullfunktion als Resultat. Denn wére dem nicht
so, hitten wir eine Darstellung eines 2%—periodischen trigonometrischen Polynoms
mit Grad < n < k gefunden. Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der
Fourierentwicklung.

Fiir £ < n ist wegen deg(T¢) = n, P,(cos(k-))(x — a) = cos(k(x — «)) und es
folgt mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen:

™

% / cos(ka) Py (cos(k))(z — ) da = — [ cos(ka) cos(k(z — a)) da

= gi
= % (cos(kx) / (cos(ka))2 da + sin(kx) /cos(ka) sin(ka) da>
n . I g

1
=3 cos(kx).

IV) Fiir alle g € Cp[—m, 7] gilt:

lg(a+ )+ gla—") 9/l + gl
B, - 00 « 19l % _ R.
[ha(9)l oo e 5 < 5 l9]lo Vor €
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V) Sei g € T9 mit deg(g) = m € N. Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir trigonome-
trische Funktionen besitzt h,(g) die folgende Darstellung:

ha(g)(@) = ha(% + Z ay, cos(k
k=1

_ ao " cos(k(a 4 x)) + cos(k(a — x))
(4.42) 2 +};ak 2
= % + ; ay, cos(ka) cos(kx) Vo € R.
VI) Vg € T9 mit deg(g) =m > n und Vz € [—m, 7] gilt:
1 T 1 s
o Za(9)(z) da (4.43) o

-7 -

Pp(ha(9))(z — a) da

Zak— /cos ka) P, (cos(k))(z — ) da

V), P,leear

CLO 1

+ 55n(9)(@).

042 Zak cos(kx) = 13

III) 2

Wir erinnern uns an dieser Stelle an die in Beispiel 2.17, Formel (2.20) definierte
Funktion f. Sie ist ein Beispiel fiir ein trigonometrisches Polynom vom Grad m > n,
welche die Norm || f|o < 1 hat und dessen Fourierentwicklung s,,(f)(0) > 5= log(4n)
erfiillt. f entspricht damit insbesondere den Voraussetzungen von VI) und wir erhalten
an der Stelle z = 0:

T
1 ap 1 1 11

5 | ZeNOda = D4 SO > Ssn(7)(0) > 55 log(in)

Da wir in I) gezeigt haben, dass die Abbildung unter dem Integral stetig ist, konnen
wir mit dem Mittelwertsatz weiter folgern:

Jag € [—m,7] ¢ Zoy (F)(0) = % / Zo(f)(0)da > ﬁlog(éln). (4.47)
Weiter ist h, (f) € T9 und wegen
oo (oo < Il <1 (4.48)
v)

ein geeigneter Kandidat um (4.41) zu zeigen:

1P| (58) 1P (heary (FD)loe 2 P (F))(—0)

Zao()(0). > *lg(4n)

(4?3) (4.47) 4

Dies beendet den Beweis. O
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Wir kommen nun zum Beweis eines Lemmas, welches mafigeschneidert ist, um den
Satz von Privalov fiir gerade 27-periodische Funktionen zu beweisen. Ein wesentliches
Hilfsmittel dazu sind wieder die de la Vallée-Poussin Operatoren und deren Eigen-
schaften (siehe Definition 4.3 und Proposition 4.4), sowie die Charakterisierung von
Untervektorrdumen von endlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen (vergleiche
Proposition 4.5).

Lemma 4.16. Es existiert ein D > 0, sodass fir alle n € N und fiir alle linearen und
stetigen Operatoren U : Cf[—m, 7| — 7, gilt:

Ezistiert ein m € Nog mit m < n und ein (m+1)-dimensionaler Untervektorraum X, 11
von %9, sodass U(g) = g fir alle g € X, 41, so geniigt die Operatornorm von U der

folgenden Ungleichung:

|U|| > Dlog (”m> . (4.49)

n —

Beweis. Der Beweis folgt exakt Ideen und Schritten des Beweises von Lemma 4.6.
Wir setzen daher voraus, dass dieser dem Leser bekannt ist. Wir betrachten in diesem
Beweis nur den Fall n > 17 und m > }—gn, da die anderen Fille analog wie im Beweis
von Lemma 4.6 gezeigt werden.

Die Parameter [,k und p seien wie im Beweis von Lemma 4.6 definiert und
[ € Cf[—m, 7| sei wieder die Funktion mit den Eigenschaften a) - ¢). Wir definieren
nun, im Unterschied zum Beweis von Lemma 4.6, fiir ¢ € [, 7] die Abbildungen

sk—1(f)(u(x = ) + sp1 () (=2 = ¢)) s(

f(z):= 3 i a:j(f)(_lﬂc) .
E— S(e),
95(z) - = (f = sk-1(f)) (u(z —¢)) +3(f — sk—1(f)) (u(—z — C))S(l')
(f = Sk—l(gf)) (*MZC)S(C)’
0°(x) : = 95 (x) 4+ 95(x) = flu(z —¢) +3f( (—z — c))S( )
Fl—p2e) (4.51)

- L5,
wobei S € TF,\{0} so gewdhlt ist, dass 9¢ € T9 und 9§ € X, 11 fiir alle ¢ € [—7, 7].
Dass eine solche Wahl moglich ist, liegt an den folgenden Feststellungen:

Ist S € %3, beliebig, so folgt per Definition 95, 95,9° € 9. Die hochst mogliche
Frequenz von 9 ist pu(k — 1)+ 2kl < 41k2 = 41| /= |* < 41 (,/Z)* = n und folglich ist
p] € T,NT9 = F9. Deshalb und da sich der Raum X, 11 eindeutig als Nullstellenmenge
von [ linearen und stetigen Funktionalen Ly, ..., L; € (9)" charakterisieren lisst (siche
Proposition 4.5), ist die Bedingung ¢§ € X, 41 fiir alle ¢ € [—m, 7] dquivalent zu:

L;(1) =0, L;(S) =0, Li(cos(w-)S(-)) =0, L;(sin(w-)S()) =0
firalle:=1,...,0; w=p,2u,...,(k—1p.

63



Dies entspricht [ (2(k — 1) + 2) = 2{k linearen homogenen Gleichungen fiir die 21k + 1
Koeffizienten fiir S € T3, . Wir haben also stets eine nicht-triviale Losung des Glei-
chungssystems, welches unser gesuchtes S € T5,\{0} festlegt. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kénnen wir fordern, dass [|S]| = 1.

Wir erhalten damit

[[flloe + 111 [/ 1loo
3

9° < 1Y oo
191 ;

(4.51

=50 + 1Slee = I llcc 15T bﬁ) 1 (4.52)

und betrachten erneut die Abbildung

h:[-m,7n] =K

¢ h(c) :=UW(c) = U5)(c) + U(¥5)(c). (4.53)

Dabei ist U der lineare und stetige Operator aus den Voraussetzungen des Satzes und
man zeigt analog zum Beweis von Lemma 4.6, dass h eine stetige Funktion ist.
Da per Konstruktion 9§ € X,,11 ist, folgt aus den Voraussetzungen des Satzes

U = )
1 (£)(0) s ()20) g sna(Dni2e) g

o 3 3 (©)  (4.59)
= 51O g0y vee [, al.

3

Folglich ist ¢ — U(¥5)(c) € T5,,., da S € T3,,.
Da U nach 9 abbildet erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme fiir trigonome-
trische Funktionen, dass sich die Abbildung  — U(J5)(z) als

kip (- —c cos(Ju(— - —c
U(ﬁg)(l’) Defa) U(; g CL; <COS(]:U‘( )) +3 (],[L( ))S()
j=k+4

3
1 2k+5 9
Do 2 cos(ine) SaiU(cos(jp)S () (@)
j=k+4
€Ty
— cos(ju2c) S(c) %a;U(l)(x)
3’

€520 €Ti

(4k+10) pu+21k

= Z (cj(x) cos(je)) Ve € [—m,m],

j=(k+4)n

mit Cxi4, ..., Co2kt5)uraik € Ty geeignet

darstellen ldsst. Fiir die letzte Gleichheit bendtigt man dabei die Gleichungen (4.27)
um
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2k+5 2(2k+5) u+21k

Z cos(ju2c) i(Q = Z d; cos(jc)

j=k+4 G=[2(k+4)pu—21k|

ET5
(4k+10) p+21k (4k+10) p+21k
b Z d; cos(jc) = Z d; cos(jc)
J=2k+2)p j=(k+4)p
mit d(gyayu, - - dak+10)u+2k € K geeignet

zu zeigen. Es folgt nun analog zum Beweis von Lemma 4.6, dass die niedrigst mogliche
Frequenz von ¢ — U (¥5)(c) durch

(k+4)u—n:(k+4)4lkfnk§24l(k+1)2fn+4lk:

2
In

>4 — | - 4lk =4

_l( 4l> n + 4lk = 4lk

nach unten beschriankt ist.
Betrachten wir nun wieder den 2[k-ten de la Vallée-Poussin Operator Va5, angewandt
auf h, so erhalten wir zusammen mit Proposition 4.4

Va(W)(@)] =, Ve U )E) + Vair( U5)() )(e)

deg(...)<2lk deg(...)>4lk
[sx-1(f)(0)]
= ¢ = =M 4.55
wisiaan CODEL = 3 1S()l (4.55)

C/
>) T log(2(k 4+ 1))|S(c)| Ve € [-m, 7.
Weiter gilt

1 c’ c’
IVae(h)l o (i35 15 log(2(k +1)) |S]loc = 7= log(2(k +1))  (4.56)

=1

1Pl >
(4.18)

und es folgt schlieflich

c’
sup U)o = sup |[U@)(c)| = bl > —log(2(k+1)).  (4.57)
(4.56) 45

c€[—m,m) ce[—m,7]

Man zeigt nun analog zum Beweis von Lemma 4.6, dass die Abbildung ¢ — ||U(9°)]|
stetig ist und wir kénnen aus (4.57) weiter folgern:

o0

C/
deo € [-m, 7] U)o = sup U)o > - log(2(k+1))
c€[—m,m) (4.57) 45

>g10 2 n —glo i
=15 08 ) o0 ®\n=m)
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Zusammen mit [[9°]|_ <1 haben wir also

|U]l > Dlog (”)
n—m

: ; —C _ 111 1 i angi
gezeigt, wobei D := 55 = g55-5 = 365, > 0 eine von n,m, U und X,, 1 unabhingige

feste Zahl ist. Dies beendet den Beweis. O

Mit Hilfe von 4.16 ist es nun ein leichtes den Satz von Privalov fiir gerade Funktionen
zu beweisen, welcher zugleich unser vierter Hauptsatz ist:

Hauptsatz 4.17 (Al. A. Privalov, 1987). Sei (T,f)kENO C %9 eine trigonometrisch

polynomielle Schauderbasis von CJ[—m, n], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet
ist. Dann gilt:

ko falls 0<k< ko

4.58
(1+¢e)k sonst (4.58)

Hk() S No,HE >0: deg(T,f) > {

Beweis. [7], Seite 162. Aus Hauptsatz 4.15 folgt: Es existiert ein ky € Ny mit
deg(TY) > k fiir alle k € No und deg(7})) > k fiir alle k > ko. Es geniigt also den
Fall k > kg zu betrachten.

Fir alle & > ko ist Xgq1 = (TF,...,T) ein echter (k + 1)-dimensionaler und

beziiglich Py invarianter Untervektorraum von Egeg(Tg). Wenden wir nun Lemma 4.16
k

mit n = deg(T}Y), m = k und U = P, (k-te kanonische Projektion) an, so erhalten wir:

deg(T?
Y) -

Durch die gleichméfige Beschranktheit der Projektionen durch die Basiskonstante
K > 0 (siehe Satz 2.10) konnen wir weiter

deg(T})

K > || P, > Dlo _ R
>R 2, g( T

) Yk > ko

schliefen. Zusammen mit & := —5— > 0 ist dies fquivalent zu

oK/D

g
deg(T}) = K/D _1

k=(1+e)k Vk >k

was den Beweis beendet. O
Der fiinfte Hauptsatz dieser Arbeit ergibt sich nun fast wie von selbst:

Hauptsatz 4.18. Sei (Ak)keNU C 2 eine algebraisch polynomielle Schauderbasis von
C[-1,1], die dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist. Dann gilt:

k falls 0 <k <k

ko € No,3e > 0: deg(Ag) >
0 0=¢ sl k)_{ (I14+¢e)k sonst
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Beweis. Sei I, : C[~1,1] = CJ[—n, 7] der graderhaltende Isomorphismus aus Satz
4.12. Wegen (4.38) und Satz 2.20 ist die Folge (/,—(Ak)),cy, eine den Voraussetzungen
von Hauptsatz 4.17 entsprechende Schauderbasis von CY [)—77,#]. Folglich existieren
ko € Ng und ¢ > 0 mit

Y

deg(Ak) :8) deg(ja%p (Ak))

(4.3

{ k falls 0 <k < ko
(

(4.58) 1+¢e)k sonst

O

Bemerkung 4.19. Die Aussage aus Hauptsatz 4.18 ldsst sich mit Hilfe des Isomor-
phismuses I, ; aus Proposition 2.23 a) auf alle dem Grade nach sortierten algebraisch
polynomiellen Schauderbasen der Rdume Cfa,b] mit a,b € R, a < b ausweiten. Da
zudem der Grad eines algebraischen Polynoms eine ganze Zahl ist, erhélt man die fol-
gende, leicht stérkere Aussage:

Sei (A)pen, C 2 eine dem Grade nach aufsteigend angeordnete algebraisch polynomi-
elle Schauderbasis von Cfa,b] mit a,b € R, a < b. Dann gilt:

k falls 0 <k < kg

Jko € Ng,3e > 0: deg(Ag) > { [(1+e)k] sonst
Bemerkung 4.20. Wir haben in Satz 3.5 eine algebraisch polynomielle Schauderbasis
(Ak)gen, von C[0,1] konstruiert, dessen ersten Folgenglieder die Grade
0,1,432,13824, ... haben (vergleiche Formel (3.18)). Dies zeigt uns, dass in Haupt-
satz 4.18 und Bemerkung 4.19 die Voraussetzung ,es existiert ein kg € Ng* unerlésslich
ist. Im Falle dieser Basis ist kg = 2.
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5 Ausblick

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass fiir jede algebraisch polynomielle Schauder-
basis (Ag)pey, C 2 von Cla,b] mit a,b € R und a < b, die dem Grade nach aufsteigend
angeordnet ist, ein € > 0 existiert, sodass

deg(Ar) > (1+¢)k (5.1)

fiir alle hinreichend grofen k gilt (sieche Hauptsatz 4.18). Die Frage ist nun, ob diese
Aussage scharf, im Sinne einer Gradbeschrinkung nach unten, ist?

Wir haben in diesem Zusammenhang bereits festgestellt, dass die Gradbeschrénkung
nach unten (5.1) tatséchlich erst fiir hinreichend grofse k gelten kann (vergleiche Bemer-
kung 4.20). Offen bleibt damit noch die Frage, ob das Gradwachstum wirklich linear
von statten gehen kann und falls dem so ist, ob die Steigung 1 + ¢, mit € > 0 beliebig
klein, optimal ist?

Die Antwort auf den ersten Teil der Frage lieferte S. V. Bochkarev im Jahre 1985: Er
konstruierte eine algebraisch polynomielle Schauderbasis (A);.cy, C 2 von Cla, b], die
dem Grade nach aufsteigend angeordnet ist und fiir die deg(Ay) < 4k fiir alle k£ € Ny
gilt (siehe [1]). Bereits vier Jahre spiter, im Jahre 1989, konnte Al. A. Privalov, dem zu-
sammen mit G. Faber die Beweise der Sitze aus dem vorherigen Kapitel zuzuschreiben
sind, die Frage endgiiltig beantworten: Er konstruierte fiir alle ¢ > 0 eine algebraisch
polynomielle Schauderbasis (Ay), oy, C A von Cla, b], die dem Grade nach aufsteigend
angeordnet ist und fiir die deg(Ax) < (1+¢)k fiir alle £ € Ny gilt [10]. Eine solche
Schauderbasis nennt man gradoptimal. Al. A. Privalovs Konstruktion der gradoptima-
len Schauderbasis zeigt uns, dass die Privalov’sche Bedingung (5.1) aus Hauptsatz 4.18
unter den gegebenen Voraussetzungen die bestmogliche Gradbeschrénkung nach unten
ist, womit die Aussage in unserem Sinne scharf ist.

In jlngster Zeit ist das Interesse an algebraisch polynomiellen Schauderbasen in
die Richtung von gradoptimalen Schauderbasen von C|a, b] geriickt, die zudem in einer
gewissen Orthogonalitdtsbeziehung zueinander stehen. Diese Orthogonalititsbeziehung
ermoglicht es, fiir gegebenes f € C|a, b] die Koordinatenfunktionale ¢ (f) auf ,einfache*
Art und Weise zu berechnen, ganz analog zu Orthonormalbasen in Hilbertrdumen. Fiir
eine prazisere Ausdrucksweise und ein in dieser Richtung sehr weitreichendes Resultat
verweisen wir den Leser auf die Dissertation von J. Schnieder aus dem Jahre 2010 [11].

Wie man im Laufe des letzten Kapitels bereits erkennen konnte, sind polynomielle
Schauderbasen in Cfa,b] und Cpla — 7, a + 7] eng miteinander verkniipft. Es ist daher
wenig iiberraschend, dass die Privalov’sche Bedingung fiir den trigonometrischen Fall
(vergleiche Hauptsatz 4.7) ebenfalls scharf ist. Auch im Bezug auf orthogonale gradop-
timale Schauderbasen in Cp[a — 7, a + 7] wurden &hnliche weitreichende Resultate wie
fir Cla, b] erzielt (siehe zum Beispiel [8]).
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